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Vorwort 



Die Schwierigkeiten, welche in der Theorie der allgemeinen Abelschen Functionen der Lösung 
des Umkehrproblems entgegenstehen, sind algebraische. Sie vermindern sich, wenn die Functionen, 
die in p — 1 Puncten unendlich klein und in ebensoviel Puncten unendlich gross zweiter Ordnung 
werden, die Abelschen Functionen im engeren Sinne, gerade in den Verzweigungspuncten verschwinden 
und unendlich werden, also bei den ultraelliptischen Functionen. Eine ähnliche Vereinfachung findet 
auch noch dann statt, wenn die zu Grunde liegende Riemannsche Fläche zwar mehr als zweiblättrig 
ist, wenn aber die Windungspuncte immer m — 1 fache sind, für den Fall, dass m Blätter vorhanden sind. 
Für den Fall m = 3 ist in der vorliegenden Schrift das Umkehrproblem gelöst, und sind auch die 
Integrale zweiter Gattung mittelst # -Functionen vollständig dargestellt. Dabei bewirkt die Beschränkung, 
die der Verfasser der Lage der Verzweigungspuncte auferlegt hat, dass p immer gerade ist. Diese 
Beschränkung wurde gemacht, um Uebersichtlichkeit und Eleganz der Formeln zu erhalten. Der 
allgemeine Fall kann als Grenifall des hier behandelten angesehen werden, wenn Windungspuncte 
derselbon Gruppe (der k oder der f) zusammenfallen. 

Freiburg, im April 1877. 

J. Thomae. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Inhaltsverzeichniss. 



i. 

Seite 

Einleitung. Die su Grunde liegende Irrationalität. Abgekürzte Bezeichnung der Determinanten l 

§ 1. Form einwerthiger Functionen von s und z. sss^mJI{z — k) : (z — f) 2 

§ 2. Darstellung einwerthiger Functionen die p+l mal unendlich werden 2 

} 3. Darstellung des Falles, in welchem zwei der Puncto Unendlich zn einem und denselben * und verschiedenen 

Werthen von s gehören 3 

§ 4. Darstellung einwerthiger Functionen, die in n+1 Paaren von Puncten unendlich gross werden, wenn jedes 

Paar nur ein z aber verschiedene s enthält 4 

§ 5. Der Fall, in welchem drei Puncte zu einem z gehören 4 

§ 6. Der Fall, in welchem Puncte Unendlich auf Verzweigungspuncte (k, f) fallen 4 

§ 7. Der Fall, in welchem doppelte Puncte Unendlich auf Verzweigungspuncte fallen 4 

§ s. Die Function <P, die in p Puncten und einem Verzweigungspuncte unendlich gross wird, und in einem 

andern Verzweigungspuncte verschwindet 4 

§ 9. Eine Function, die in einigen willkürlichen Puncten und in mehreren Verzweigungspuncten unendlich wird 5 

§ 10. Eine Function S, die in allen Verzweigungspuncten und einem willkürlichen Puncte unendlich wird ... 5 

§ 11. Grenzwerthe dieser Function 6 

§ 12 und 12a. Die Function !F 6 

§ 13. Die Function <p — sF(z) + %{z). Durch die Gleichung ^ = verknüpfte Puncte . . . . 7 

§ 14—18. Eigenschaften von ^Functionen <p, die in speciellen Puncten verschwinden 7 — » 

§ 19. Die Riemannsche Fläche, ihre Beschreibung 9 

§ 20. Die Zerschneidung der Fläche durch Querschnitte, ihr Zusammenhang. Zeichnung 10 

§ 21. Die überall endlichen Integrale. Elementarintegrale 11 

§ 22. Die PeriodicitätPinoduln der Elementarintegrale 12 

§ 23. Die Zwischenintegrale und ihre Periodicitätsmoduln 12 

§ 24 — 25. Die Normalintegrale und ihre Periodicitätsmoduln 13 

§ 26. Werthe der Integrale in Verzweigungspuncten 13 

Tabellen dieser Werthe unter dem Text 14. 15 

§ 27 — 28. Die additiven Constanten K, St 14 

§ 29 — 30. Werthe von speciellen Systemen der Normalintegrale 16 

§ 31. Grenzwerthe der Periodicitätsmoduln 17 

§ 32. Ein Determinantensatz IS 

§ 33 — 34. Fortsetzung der Grenzwerthermittelung 18 

§ 35. Vertauschung der Querschnitte 19 

§ 36. Specielle Integrale zweiter Gattung 20 

§ 37—38. Verhältnisse ihrer Periodicitätsmoduln 20 

§ 39. Das allgemeine Integral zweiter Gattung 21 

§ 40. Grenzwerthe desselben 22 

§ 41. Darstellung der Integrale dritter Gattung 22 

§ 42 — 46. Dreiwerthige Functionen, deren dritte Potenzen einwerthig sind. Ihre Periodicität 23 

§47. Der Fall n— 1. § l*. Eine Differentialgleichung ' 25 — 2S 



Digitized by 



Google 



VI 

n. 

Sei 

$ 1—4. Bezeichnung und Periodicität der »^-Functionen 29 

$ 5. Transformation der ^-Functionen 31 

$ 6. Der Fall n — 1 34 

§ 7. Vorbemerkung über die Charakteristik von (JV^; 91^) 34 

3 

$ 8—13. Vollständige Darstellung der Functionen [/z — x:z — x' durch ^-Functionen 35 

§ 14. Die Charakteristik von(JV^; Sfy) ist gerade 38 

$ 15 — 21. Darstellung allgemeiner ^-Functionen , deren Argumente sich um gewisse Systeme von Dritteln der 

Periodicitätsmoduln unterscheiden, durch algebraische Ausdrücke 39 

§21. Einfachere algebraische Darstellung der Functionen \p des § 12 in I 44 

§ 22 — 23. Das Verschwinden partieller Differentialquotienten der /^-Functionen 44 

§ 24. Specielle Formen von Integralen zweiter Gattung 46 

§ 25. Darstellung der allgemeinen Integrale zweiter Gattung 46 

§ 26. Die dabei auftretende additive (Jons tan te 47 

§ 27—29. Speciellere Integrale zweiter Gattung 48 

% 30. Grenzwerthe von Differentialquotienten von Integralen zweiter Gattung 49 

§ 31 — 32. Die partiellen Differentialquotienten der ^-Functionen 50 

§ 33. Die zweiten Differentialquotienten 52 

$ 34 -38. Darstellung der #- Funktionen mit constanten Argumenten durch die Classeomodulen k, t 52 

§ 39. (N X -, Hj.) = (0; 0) 54 

§ 40. Die Anfangswerthe der Integrale erster Gattung 55 

$ 42. #(0, 0) für * = 1. Beziehung zwischen zwei einfachen Integralen 55 

§ 43. Darstellung der partiellen Differentialquotienten mit den Argumenten verschwindender £- Functionen durch 

die Classenmoduln 55 

§44—46. Einige Formeln für den Fall n == J 57 



Digitized by 



Google 



I. 

Algebraisehe Functionen und Integrale algebraischer Functionen. 



Einleitung« Bekanntlich spielen die Verzweigungspuncte in der Theorie der Abel'schen Functionen 
dann eine besonders hervorragende Rolle, wenn die zu Grunde liegende irrationale Grösse nur zweiwerthig 
ist Etwas Aehnliches findet jedoch auch dann statt, wenn die eine Klasse Abel' scher Functionen bestimmende 
irrationale Grösse wie eine dreiblättrige Riemann'sche Fläche mit lauter doppelten WinAungspuncten ver- 
zweigt ist Zwar sind in diesem Falle diejenigen Functionen, die man im engern Sinne „Abel'sche Functionen" 
nennt, nämlich zweiwerthige Functionen, deren Quadrate einwerthig sind und in p — 1 Puncten unendlich 
gross und in p — 1 andern unendlich klein zweiter Ordnung werden, nicht so beschaffen, dass ihre Null- und 
Unendlichkeitspunkte Verzweigungspunkte sind, sondern es hängt die Lage derselben von complicirten alge- 
braischen Gleichungen ab. Allein wenn man nicht auf der Darstellung jener Abel'schen Functionen im 
engern Sinne besteht, so kann man doch in diesem Falle eine grosse Reihe von Problemen, namentlich 
das Rimann'sche Umkehrproblem lösen, und zwar so lösen, dass man auch die Möglichkeit praktischer An- 
wendungen erkennt, was schon für den Fall p = 3 bei allgemeiner Irrationalität jetzt noch kaum als erreicht 
angesehen werden kann. Schon aus diesem Grunde scheint mir eine Behandlung von Abel'schen Functionen 
deren bestimmende irrationale Grösse 



V\ 



z — ki z — A* 2 



■*3 



v*+l 



Z — li ' Z — l 2 ' Z—t$ * # * Z— fn+i 

ist, wün8chenwerth, andererseits wird auch die grosse Analogie und doch Verschiedenheit, die zwischen diesem 
Falle und dem einer zweiwerthigen Irrationalität besteht, das Interesse der Mathematiker erregen können. 

Wttrde man von den Verzweigungswerthen einige paarweise, oder zu dreien zusammen fallen lassen, 
80 würde man die Irrationalität dadurch etwas verallgemeinern. Wollte man aber diese Fälle zugleich mit 
behandeln, so würden doch Weiterungen herbeigeführt, durch welche die Uebersichtlichkeit litte. Deshalb 
boII hier angenommen werden, dass die Verzweigungswerthe k\, k% . . . A* n +i, !i . . . f w -fi alle von einander 
verschieden seien. Mit k oder I wird im Folgenden ein unbestimmter der Verzweigungswerthe Är t , Ar*, . . . bez. 
ti, %iy . . . bezeichnet werden, mit x, x', x v etc. irgend einer der Werthe k\ Ao . . . l»+i. In Bezug auf Deter- 
minanten ist jetzt eine abkürzende und hier anzuwendende Bezeichnungsweise ziemlich allgemein eingeführt, 
jedoch noch nicht so allgemein, dass man auf ihre Erklärung Verzicht leisten könnte. Ich meine die Be- 
zeichnungsweise: 



| F(X, X') | statt 



F{\, 1) 
F{2, 1) 



FU, 2) . 
F{% 2) . 



F{% n) 



F(7i,\) F(n,2) ... F(n,n) 



Thomae, Abel'sche Functionen. 
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wofür auch noch kürzer, wenn es deutlich genüg ist | F | geschrieben wird. Die Buchstaben X und X' 

welche bei dieser Bezeichnungsweise feststehend sein mögen, sind hier wie Argumente einer Function ge- 

Bu k 
schrieben, treten aber gelegentlich in verschiedenen Formen auf. So kann für F(X 9 X*) eine der Grössen s — 

dz k , 

X 4 
oder k« oder a-^» u. s. w. eintreten. Die Anzahl der Elemente einer solchen Determinante wird meistens n* 

sein, wird aber wenn es nöthig ist, und namentlich wenn sie nicht n 2 ist, besonders angegeben werden. 

2t» 4wr 2t7t 

Eine weitere Abkürzung ist die, dass wir r für e 3 , r 2 für e 3 = e a schreiben. Die Riemann'sche 
Abhandlung über Abelß'che Functionen in Crelle's Journal B. 54 pag. 101 bis 155 soll mit (R. pag. . .) 
citirt werden. 



Die einwerthigen Functionen von s und z. 

§ 1. Die Functionen, weiche in diesbr Schrift befatehteft werden, »ind FwetioDe* yöö twei Ver- 
änderlichen s und z, von denen die eine mit der andern durch die Gleichung 

1*1 z ~ k * * — b*+i _ lY^to 

zusammenhängt Es empfiehlt sich, für den reciprokcn Werth dieser Function noch eine besondere Bezeich- 
nung einzuführen, nämlich 



-\/ 



6 — 



ti z-U 



: — tn-i 



iVjw 



P(z) 



z — k x ' z — kf * * * z — k»±i 
Femer Bollen die Differentialquotienten der Grössen 

P(z) - (z—k x ) (z—h) • • • (z—M, $(z) — (z-f t ) (z-t*) . . . (s-Ih-i) 
genommen nach z mit P(z) und $'(z) bezeichnet werden. Endlich soll P(z).^(z) mit Ä(z) und der 
Differentialquotient mit Rf{z) bezeichnet werden. 

Jede rationale Function von s und z kann auf die Form 

(Z + JIfc + JI^:(£'+jr*+AV) = (L&+ M% + X):(L'& + m + N<) 
gebracht werden, wenn L } M } N 7 Z', M' y N* ganze Functionen von z sind. Denn jede höhere Potenz von s 
kann mittels der Gleichung s n = P(z) s*- 8 : $ (z) = /^(z)**- : Sß 2 (z) etc. fortgeschafft werden. Man kann 
aber auch noch, indem man Zähler und Nenner mit (Lf + M' st + N'sh; 2 ) . (Lf + APsr 2 + N'sh:) multiplicirt 
und von Neuem ordnet, das Irrationale ganz aus dem Nenner fortschaffen, so dass die allgemeinste Form 
einer einwerthigen Function von s und z oder ö und z die ist 

(A + Bs+Cs^-.D, 
wenn A B C D ganze Functionen von z sind. 

§ 2. Soli eine Function von s und z in willkürlich vorgegebenen Puncten unendlich gross werden, 
so muss die Anzahl dieser Puncte mindestens 2w + 1 sein. Die Anzahl der willkürlichen Constanten ist dann 2. 
Bezeichnen wir mit J(z 7 z u z 2 , . . . z m ) die Determinante 



Zl 

z± 



1 Zm Zm 



3 
*2 



3 

Z m 



Zm Z m — lj 



von der wir sogleich die Eigenschaften notiren 

J(z, Z, . . . Z m ) = J(z, Z t . . . Z^iJ.Z,» — Z . Z w — Z t 

J(Z, Zj ... Z m ) = 

— (— l)" 1 ""^ ^(z, z x . . . z^j, z^ +1 . . .z m ) . (Zp — Z) . (Z^ — Zx) . (z^ — z^..!) (z^ — z^ +1 ) . . . (Zp— z m ), 
so kann eine Function, welche in den p + 1 = 2n+ 1 Puncten $ i} z x \ s 2 , z 2 ; . ..; s«+t, *p+i unendlich 



Digitized by 



Google 



3 



gross erster Ordnung wird, auf die Form eine» Quotienten gebracht werden, dessen Nenner A(z } z x 
irt> dessen Zähler aber die Determinante von 2p + 4 = 4» + 4 Reihen ist: 



*>+!' 



1, * 7 *' 2 , 

1 * 

h z * z *j 

i, S g 1 



*? +1 , tllfti Wl?l*l . . . Tt x %Z U lf TV& 1} T^% Zi 
Z P + \ T%%, T\%Z { . . . T\%Z n i7 TS%, TS% Zl 



Z?+\ T*&X 
% + \ THJk 

Z p+U **p+\Vp+i 
? +1 , ö*(S) 






. . . s*$z» 

. . . **%z* 
, . . r*?$i*? 

. . . «#,*? 



Hierin hat r die gewöhnliebe Bedeutung einer dritten Wurzel der Einheit, und es ist aaa «■ />(£):$(£) 
und der Kurse halber ty v statt $(z v ) gesetat Die beiden willkürlichen Constanten sind hier £ und ein 
willkürlicher Factor. 

§ 3. Sind zwei Werthepaare, in denen die Function des vorigen Paragraphen unendlich wird, so 
beschaffen, dass sie zu demselben z gehören, z.B. wenn die Function für *, z =* s p r f z p und s p r 2 , z p unendlich 
gross wird, wobei $ p T, z p für s p , z p \ s p x\ z p für s p ±\ z p +\ geschrieben ist, so werden Zähler und Nenner 
identisch Null, weil je zwei Reihen in den Determinanten einander gleich werden. Man kann aber dann die 
Function auf die Form eines Quotienten bringen, dessen Nenner A(z, z l} . . . z p ) ist, der Zähler aber die 
Determinante mit 2p + 1 «■* 4» + 1 Reihen: 

. . . s^z n - x 

...TS\%Z^ X 



1, z, 


. . . zP, *% 


. . . s%z n ~\ **$, 


1, *u 


..-*?, ™!?1 


. . .TS t %^- 1 , ****%, 


1, *l, 


...*?, r»*i*i 


. . . f**!?,*?- 1 , T**,%, 



1, Zp-i . . . Zp-u ts p __ x y p -.y. . . rs p _ x <$ p _ x z p _ h T***_i ^p^x 



p 



1, 2^-t . . . Zp^XfT^Sp^x^p^x 



*py 



*P% 



pvp 



1, Zp . 

1, ? ... ?P, a$(g) . . . . 

so dass wieder zwei Constante vorhanden sind 



• *p vp z p 



M— t 



cn w — 1 

*p ¥p z p 



§ 4. Wird die Function in den 2n + 2 Werthpaaren $i t, z t ; ^ t 2 , z t ; s 2 T > z i \ H **> z i > • • • ^M-i T > 
z»+i; ^it 2 , Zn+i unendlich gross erster Ordnung, so wird der Nenner A{z y z, ... z n +i) der Zähler aber 
die Determinante mit w + 4 Reihen 

1, Z, ... *•+>, *<ß, ,*$ 

l,* lf ...**+■»,*,¥,,*?% 

i, zj, . . . *•+■>, «-,«ß,, *;% 

1, g„ . ..&*, ö,?(g,), öJ^Gl) 

l,g . . .CH- 1 , «?(£), <l»V(g) 
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Die Function enthält drei willkürliche Constante nämlich £ und Ci und einen willkürlichen Factor. Wirft 
man C { o i auf ein Werthepaar s v t, z v so wird die Fnnction in 2n + 1 Puncten unendlich gross und enthält 
dann wieder 2 Constante. 



§ 5. Wird eine Function für die Werthepaare Si 9 z k ; s. l7 z 2 \ 



s p — \? z p — 1 5 s pj z p — s p — 1 T > 



Zp—[] *'p+u z p+l = s p— l t2 > z p—l unendlich gross erster Ordnung, so braucht man nur in der im § 3 
gebildeten Function in der Zähler - Determinante C t für z p und 6 { für s p zu setzen. Hieraus ergiebt 
sich, dasB eine Function, die in 2n •+- 1 Puncten unendlich gross erster Ordnung wird, drei willkürliche Con- 
stante (nämlich C, C\ und einen Factor) enthält, wenn sie in drei Werthepaaren mit demselben z, also s 7 z- } 
sr, z ; sx' 2 , z unendlich wird. Geschieht dies nicht nur für einen Werth z p sondern für ,u Werthe, so ist die 
Anzahl der Constanten 2 + (i. Man vergleiche hierüber einen Aufsatz von Roch in Crelle's Journal B. 64, 
pag. 372. 

§ 6. Wird eine Function in Verzweigungspuncten unendlich gross erster Ordnung, so kann man 
die Form des § 2 ebenfalls nicht verwenden, weil dann paarweise Reihen der Zähler- Determinante einander 
gleich werden. Wird jedoch die Function in jedem Verzweigungspuncte, in dem sie unendlich wird, unend- 
lich gross zweiter Ordnung, so lässt sich die Form des § 2, passend erweitert anwenden. Sind x L x? . . . x^ 
die fi Verzweigungspuncte, in denen die Function unendlich gross zweiter Ordnung wird, so kann man zum 
Nenner die Determinante A(z 7 z u z 2 • ■ ^ü+i—^, *i, *2 •• X /J nehmen, während der Zähler die Determinante ist: 

1, z ...zP+\ *ßs, tysz, ysz n , %s'\ %s*z, ...%s*z n 

1, z l7 ... Z P+ 1 , *%s, t ¥1*1*1, r%s iZ ^ z*%**, r*%s*z l7 ... T*%s*zf 

1, *„ . . . ZP+ \ T^M,, T2 % Sl Z i} T* % Si ** X % S*, ...T%S*Z* 



M Z p+l — fl> 
1, 2 p + i_ fl) 



T typ+l— n s p+\— fii 

r2 typ+i—(t s p+i—(i> 



*P+\ 



•• T s rp+l — ß s p+l — (l z p+\ — fi 
. . T«P /)+ ,_ /< ^ +1 _^2p +1 _ ß 

o 



j>+ 1 



(*> 



§ 7. Wird die Function in n Verzweigungspuncten x x ... x n doppelt und in zwei übereinander 
liegenden Puncten einfach unendlich, und verschwindet für z = x n +i und z = x„4-2, so kann man die Form 
des § 4 verwenden, und erhält so für den Nenner A(z 7 z l7 x h x 2 . . . x n ) für den Zähler 

ss t ty% (Si —s) .A{x v x 2 . . . x n+1 ). 



1, *, 


. . . z«+\ 


S *ß, S 2< $ 


h *u 


.«+1 

. . . *,, , 


*1*1, *?* 


h *1, 


. . . X, , 





1, x 2y 


~n+l 






1, x^+2, . . . xf+l, 
Also ist die Function, wenn man von einem constanten Factor absieht 

s.^.(s i —s):(z i —z){z—x i )(z—x i ) . . . (2- 



*«). 



§ 8. Eine Function die in einem Verzweigungspuncte x und für s i7 z { ] ... s p7 Zp unendlich gross 
erster Ordnung wird, und im Puncte £ verschwindet, soll mit 4>(s 7 z\ s i7 z x \ ... s p7 z p \ x 7 \ ö, f) bezeichnet 
werden. Der Nenner derselben isv dann A(z 7 z { ... z p x) der Zähler aber die Determinante von 2p +2 Reihen, 
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z — x, («-«)* . 

^1 — *l 






(z p -Xp+\ TS.,%, 



— x) ... s^(z — x)% s*% **$(*- 



-x) ... .v'^Cr — *)* 
... rVf^fr — x)'< 



t2 *>^/>(^— *)' 

fy-^+l, TU ß $ p , T*föp(z p -*Y 

(g — *y +l , ö$(C), ö 4 $(S) (£—*)" 

worin entweder die Vertikalreihe s$ß, «*|f?Pi> *i ^ 2 ^ßi etc. oder die Vertikalreihe s 2 ?P, s?T 2 Sß, etc. zu strei- 
chen ist, je nachdem x den Werthen k oder den Werthen I angehört. 

Ausser der Grösse £ enthält die Function noch einen willkürlichen Factor. Ist f = x' so bestimmen 
wir diesen Factor so, dass 



lim 



:t / 



wird. Mit Hülfe der #- Functionen wird sich dann später zeigen, dass diese Function oder wenigstens ihr 
Cubus in Bezug auf z, Zi,... z., symmetrisch ist. 

§ 9. Nun müssen wir eine allgemeinere Function construiren, die in einer Anzahl von Verzweigungs- 
puncten in der ersten Ordnung und noch in einer Anzahl anderer vorgegebener Puncte unendlich wird, 
zusammen in p + 1 Puncten. Die Anzahl der Puncte k in welchem die Function unendlich wird sei m und 
das Produkt der Differenzen z — kf .z — k" . . . z — I6 m) sei Q{z) wenn k* . . . jene Verzweigungspunote 
sind. Die Anzahl der Puncte 1 sei m und das Product z — t'.z — !"... z — tf m > sei &(z) und . Q (z) . !D (z) 
sei Z(z). Dann ist der Nenner dieser Function Z(z).zf(z, z l9 z> 
Determinante : 

Z , Z z , Zz 2 . . . Z z r , s $ , s$Qz, ... $% Q* 

Z i9 Z l z i , Z x z\ . . . Z x z\, s x x %Q lf . . . TSftyQtf 

Z iy . . . Z, z; , t* Si % () l7 ... TisfaQrf 



Zpj r \_ m __ m ) der Zähler aber die 






r 2 **$,JQ l z';-" i 



z ^x n — m 



Z r , T*tf$,CU? 

Z r , ; T **$,CU? 

Z{Q, £Z(g) . .. S'Z(C), «¥(£)'$>(£), «'fODg; 

worin r kurz für />+ 1— m — m und Z r % Q r &r für Z(r r ) ty(z r ) 0{z r ) Q(*r) gesetzt ist. 

§ 10. In eine ähnliche Form lässt sich eine Function bringen, die in allen Verzweigungspuncten 

und in einem Puncte s if z { unendlich gross erster Ordnuug wird , sie ist nämlich, wenn R x statt R{z t ) 
geschrieben wird. 



R, sR, s*-%* 
R u x s { R u r 2 «f^ 

R lt T^,Ä„ T*J$J 



P , » P , **$ 

P lt T 8, />„ T**flS, 



(*— Z,)ÄÄ,& 



(* — «,)/»/», 



= (T* — t) 



*>$,!? + />$,«*,+$/>,*« 



Diese Function wird in p + 3 = 2n+3 Puncten unendlich gross und wird deshalb dadurch, dass man eine 
additive und multipiicative Constante hinzufügt uoch nicht die Allgemeinste ihrer Art, weil sie sechs willkür- 
liche Constante enthalten muss, von denen zwei durch Addition von As + Z?8 beliebig bestimmt werden können. 
Für unsere Zwecke ist jedoch die specielle, hier gebildete Function ausreichend. Wir setzen 
(P%s\ + P%ss x +<$P iS *):Zs\P%{z-z x ) = S(s,z] s u z x ) 
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und bemerken, dass diese Function für z = z lt s = # lf wie 1 :: — z t unendlich wird, und für z = <sc 
verschwindet. 

§ 11. Später brauchen wir die Grenzwerthe: 



^(*r)' 



lim JA— Ar P S(s,2; *i,*,) — ' 

2 s= kr S y Kr — Z if 

^ lim ^ J/^T *fc z; .„ x.) = y^jA^j . \/0gy 

§ 12. Eine Function die in den 2n Puncten s t t, z t ; j? t r a , z t ; $ 2 *> z *i \ s i t 2 , z 2 ; . . . $ w r, v z« ; *„ r 2 , z» 
anendlich gross erster Ordnung wird, und im Puncte x unendlich gross zweiter Ordnung, im Puncte xf 
unendlich klein zweiter Ordnung, ist bis auf einen constanten Factor bestimmt, den wir vorläufig willkürlich 
lassen. Wir bezeichnen die Function mit ?P(z, z t z 2 . - . z», x | x') und haben alsdann 



*(z t *i 



Zn, I | *0 = 



V(z, 2, 



Zn, k I !') = 



(Z, 2, . . . Z n , k | k 1 ) = 



Z - !, (2-1)*, . 

2,— !, (2,— !)*, . 

Zn-l, (Z n — t)*, 
tf-t, (!*-!)*, 

2 —Ar, (2— Ar)», . 
2, — A-, 

2j— Ar, 

f -Ar, (f-A)», . 

2 —Ar, (2 —Ar) 2 . . 
2,— Ar, (2,— Ar)» . . 

Zu A, (2 b tC) • • 

k*—k, (/f — Ar)» . . 
ü 



. . (z — IT**, « P 

■ • (2,-f)»+ 1 , * P, 

. . (2,— l)-H, »,A 

. . (!*— 1)-+', o 
. . (2— AT+i, * $ 

. . (2t— Ar)H-i, sjfr, 
. . (f— ky+\ 

(2 — AJ-+ 1 , * $ , s /> 



(2.— *)"+!, 5n%, *.A 

(^— Ä)»+i, 
ü 1 



:A(z,zi . . . z n , t) 



: A(z, 2, . . . 2„, Ar) 



: A(z, z x . . . Zn, Ar) 



2 — A-, (2 — *)* 
2, -Ar, (2,— Ar)* 



(2 — *)»+», ä /> 
(2, — Ar)«+i, äii>, 



^(2, 2, . . . 2», Ar) 



2»— Ar, (2 B — Ar)* . . . (2,— Ar)»+i, »./.. 

A* — *, (/P— *)*... (/f— A)»+», 
Diese letzte Function wird aber im Puncte Ar nur unendlich gross erster Ordnung, und es zeigt sich, wenn 
x oder x' der Reihe der Ar oder der Reihe der ! beide zugleich angehören, dass dann von dem Nullpuncte 
der Function V einer auf den Verzweigungspunct fällt, in welchem die Function unendlich gross zweiter 
Ordnung werden sollte, so dass sie nur in der ersten Ordnung unendlich wird. 
Wir notiren noch die speciellen Functionen 



V{z, £, x„ x 2 



*) 



Consl 



*P{z, £, x u x 2 . . . x, | f) = Const 



*»$(*) (£-Ar) H (v) (fe-x v ) - ö»5p© (2-Ar) H (v) (z-x v ) 

(2-g)//; ) (g-X v )(2-X v ) 

s^(z) (s-i) n {V) £-* v ) - ö$(S) (z-i)n (v) (z-x v ) 



(2 — f) //(,,) <£ — *»•) (- — *»>) 
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and noch einfacher 

V(z 7 z„ ki k 2 . . . k n \ A Ä+1 ) = Const L (z — k^i) (z,— **+i) 

Z Z\ 

S ' $% 

¥*(*, zu *i *a - . - *■ | ln+i) = Const — - (z — f«+l) fo — ln+l). 

* — *l 

§ 12*. Wir construiren nun noch eine allgemeinere Function ¥(z } z t . . . z n *\ x. 2 . . . x^ | x\ f x\ . . .«^) 
welche in den 2w Puncten s v r,z v \ s v r\ z v (v = l,2...n) unendlich gross erster Ordnung wird, und in den 
Puncten x^ x% . . . x^ unendlich gross zweiter Ordnung, und in den Puncten x\ x' 2 . . . x^ unendlich klein zweiter 
Ordnung. Hierzu sei 

j£\Zy) == jCy ^= Zp Xj • Zy — X 2 • • • Zy — X»j J/y sss Zp—~X ^ • Zy — "" Kg « • • Zy— ' "X^j 

wenn die Puncto X\ . . . x f der Reihe der A* und x f +i . . . x^ der Reihe der t angehören, dann ist 

J(z, Z t , Z, . . . Z„, x t x 2 . . . x^) . ?P(r, Z t . . . Z Ä X { X2 . . . x ß \ x\ x\ . . . x^) = 
Z, z Z ... z«Z ,^«P(),^iPft ... zJ«-*- 1 s «ß £) , S 7> D , z«/>D . . . z^- 1 ö 7> D 

Z*, Z„ Z; . . . rf Z„ , #,% 0„, Z» *4$„0n, . . . *ST* ~" 1 ** $» 0. , * Ä ft Q. , ... Z*~~~ l «.P.D, 

Z(Xi), x, Z(x 4 ) ... x* Z(x { ) , 0... ... 

*. •••— . • . 

Z(xp),*rZ(xJ.--*$ l Z(Xp), ... ... 

Ein constanter Factor bleibt dabei willkürlich. 

Die Functionen <p. 

m m 

§ 13. Sind F(z) 7 gf(z) ganze Functionen von z vom Grade m mit willkürlichen Coefficienten 
also mit je m + 1 willkürlichen Constanten, so nennt Riemann die mit manchen ausgezeichneten Eigenschaften 
behaftete Function m _ l m __ l 

sF{z) + %( z) 
eine Function <p(s 7 z) und die 2p — 2 Werthepaare, für welche eine solche Function verschwindet, durch eine 
Gleichung y = ö verknüpfte Werthepaare. In der Function <p sind als specielle Fälle solche enthalten, 
welche in weniger als 2p — 2 Puncten verschwinden, und es fragt sich, welche 2p — 2 Puncto dann als 
durch eine Gleichung <p = verknüpfte Puncte anzusehen sind. In diesem Falle muss man zu diesen 
Puncten diejenigen hinzunehmen, in welchen die allgemeine Function <p unendlich wird, die specielle aber 
endlich bleibt. Z. B. die durch die Gleichung s = verknüpften 2p — 2 Puncte sind die n + 1 Verzwei- 
gungspuncte k\ k% . . . #»+1, in denen s verschwindet, dazu sind aber noch die drei Werthepaare (s } z) = 
(1, oc) ; (t, *c), (t 2 , nc) je n — 1 mal, also 3n — 3 Puncte hinzuzufügen, weil dort <p im Allgemeinen unendlich 
gross n — lter Ordnung wird, das q> = s aber endlich bleibt Die durch die Gleichung z — z x = ver- 
knüpften Werthepaare sind erstens die: (s l7 z x ) 7 (s 7 t, z t ), (s y x\ z v ) } sodann die: (1, oc), (r, oc), (t 2 , sc) je 
n — 2 mal und dann noch die Puncte t { t 2 • • • 'n+i, in denen (p im Allgemeinen unendlich wird, das specielle 
<p — z — z t aber endlich bleibt Es ist leicht ersichtlich, dass zur Bestimmung von 2p — 2 durch eine 
Gleichung q> *= verknüpften Puncten auch die Function 

• SOÜ + FiV) 
genommen werden könnte. 

§ 14. Verschwindet eine Function <p ßr {s 7 z) — ($1 r, z^, (s { t 2 9 z { ) so verschwindet sie auch 

ßr (s, z) = (*„ z t ). In der That setzt man s t rF( z, ) + %( z x ) = 0, i t x*F( z t ) + g( z t ) — 

»—1 
so folgt durch Subtraction t(1 — r)si F( z t ) = 0. Wenn aber z x kein Verzweigungspunct ist, so muss 

Ffa) Null sein, und also auch %(z x ) muss Null sein, also hat die Function den Factor z — z { . 
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§ 15. Verschwindet eine Function ge in einem Verzweigungspuncte zweimal, so verschwindet sie 
dort auch noch zum dritten Male. Dieser Satz ist nur ein specieller Fall von dem des vorigen Paragraphen, 
and kann ebenso bewiesen werden, nur machen die Puncte ! eine besondere Betrachtung nöthig, weil in 
ihnen die Function <p unendlich wird. Wird q> in einem Puncte k unendlich klein, so muss nothwendig 
%(k) verschwinden, dann ist die Ordnung aber immer nur die erste. Deshalb muss auch noch F(k) ver- 
schwinden. Dann ist aber die Ordnung die dritte. Bleibt q> in einem Puncte t endlich, so muss F{t) 
verschwinden. Dann ist aber nur ein Punct fortgefallen, und erst wenn auch F(f) verschwindet, wird<p(t) 
unendlich klein, aber unendlich klein zweiter Ordnung. Dies ist aber aequivalent dem, dass drei Puncte Null 
auf einen Punct t gefallen sind. Man kann im letzten Falle für <p auch die Function F + % 8 nehmen, 
so wird die Untersuchung der frühem analog. 

§ 16. Wir können somit den Satz aussprechen: Verschwindet eine Function q in einem Yerzwei- 
gungspuncte zweimal, (oder wird sie wenn derselbe ein Punct t ist unendlich klein erster Ordnung) so befindet 
sich unter den, diesen Puncten durch die Gleichung <p = verknüpften Puncten, derselbe Verzweigungspunct 
mindestens noch einmal vielleicht auch zweimal. 

§ 17. Wir erledigen nun die Frage: Wenn von den 2p — 2 durch eine Gleichung <p = ver- 
knüpften Puncten p — 1 Verzweigungspuncte, die einfach oder doppelt, aber nicht dreifach vorkommen, sind, 
welches sind die übrigen V Sind x x x 2 • • x p solche von den 2p — 2 einander verknüpften Puncten welche 

doppelt zu rechnen sind, so muss nach Obigem die Function q> die Form haben (z — x x ) (z — x 2 ) . . . 

n—p — 1 n — p — 1 

(z — x^{sF( z ) + 5( z )). Die übrigen p — 1 — p Verzweigungspuncte, die nur als einfach 
vorkommend vorgegeben sind, seien k\ 9 k+, . . . k yJ f„ f„ . . . t 09 und es sei 2p + v+Q = p — 1. Dann 

muss %( z ) für z ===== k\ k[ 2 . . . k v verschwinden, und also entweder muss p + v~n — 1 sein, öderes 

n— p— 1 
muss % = sein. Ferner muss F( z ) für z «= f, , f 2 . . . f^ verschwinden, und also entweder muss 

p + q ^r n — 1 sein, oder /' muss identisch verschwinden. F und g müssen zusammen v + q = p — 1 — 2p 
=■ 2(w — p) — 1 Factoren z — A*, z — ! enthalten. Da sie aber nur 2n — 2p — 2 Factoren zusammen ent- 
halten können, so muss nothwendig eine der beiden Grössen F oder §f Null sein. Ist nun zuerst $ = 

also p + v>n — 1 und p + Q<n — 1 so geht die Function y in die Form über z — Äj . z — A : 2 . . . 

n—p — Q—\ 
z — kp . z — t, . . . z — fp . s . F( z ). 

Die Function verschwindet also erstens noch zum dritten Male in den Puncten k x A 2 . . . k u wird 

ferner unendlich klein zweiter Ordnung für z == f t f ' 2 . . . l p und verschwindet endlich in den von 

k\ . . . ky verschiedenen unter den Puncten k { A* 2 . . . k n +\ von denen einige schon unter den k enthalten 

sein können, so dass diese also doppelt zu nehmen sind, und endlich in den 3(n — p — q — 1) Puncte in 

n — o — p— 1 
denen F{ z ) verschwindet. Also sind die den vorgegebenen verknüpften Werthepaare ertens 
p -\- 2q + n -{- \ — v Verzweigungswerthe, und dann noch 3 (n — q — p — 1) Werthepaare die zu n — q — p — 1 
Wertheu von z gehören. Die Summe dieser Werthepaare ist 4n — 2 — v — q — 2p = p — 1. Nennt mau 
die Anzahl der Werthe in denen (p verschwindet und die nicht Verzweigungswerthe sind q } so verschwindet 
q> ausser in den vorgegebenen Verzweigungswerthen noch in p — 1 — q andern, und enthält q+1 
willkürliche Constanten. Die Zahl q erreicht ihren grössten Werth, wenn v = n + 1 ist, und in 
4~(p — 1 — n — 1) == -i-(n — 2) Puncten f unendlich klein zweiter Ordnung wird. Dann ist q == -^n, und es kann 
q wohl kleiner aber nicht grösser als diese Zahl sein. Aehnliches ergiebt sich wenn F Null ist, man braucht 

n— 1 m-1 

dann für (p nur die Form %{ z ) 8 + F( z ) zu Grunde zu legen. 

§ 18. Eine Function, die in p oder weniger Puncten unendlich gross wird, ist nach Riemann der 
Quotient zweier Functionen <f und kann daher in der Form 

(* F x ( 7) + g, (z)) : (* F(l ) + % U )) 
oder symmetrischer in der Form 

(t/7>(z) /', (V) + fo(z) & (7i) : (\/P{2) F{7) + fo(z) $(7)) 
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geschrieben werden. Wir werfen die Frage auf, ob eine einwerthige Function von s und z existirt, die in 
p Yerzweigungspuncten, von denen keiner dreifach vorkommt, und sonst nirgend unendlich gross wird. Zu 
diesen Functionen müssen auch solche gerechnet werden, die in weniger als den p vorgegebenen Puncten 
unendlich werden, aber doch in einigen derselben und keinen anderen Puncten. Auszuschliessen aber ist 
die Function, die gar nicht unendlich wird, die Constante, sonst wäre die Frage von vornherein zu bejahen. 
Es seien nun die Verweigungspuncte in denen die verlangte Function unendlich gross zweiter Ord- 
nung wird, die Puncte A*, k^ . . . k m , f ,, ! a , . . . ! m , und die Puncte in denen sie unendlich gross erster 
Ordnung wird k\ k\ . . . k v t, t' a . . . l { und es sei zuerst /^(. Dann muss die eine dieser Zahlen, weil 
ihre Summe gerade ist (2(m+m) + l+l = p = 2w) um mindestens 2 Einheiten von der andern verschieden 
sein. Es sei / = I + e , 6 = 2. Dann ist nothwendig 7i + l=m + m + l. Denn es ist m + m + l = 
p — m — nt — 1+fc also 2(m + m + l) = 2n + t oder m + m + l = n+kt. Sind nun die Puncte k in 
denen die Function nicht unendlich wird k x k. 2 ... k n ^_ 1 _ m _ l und ist />!, wie schon angenommen, so ist 
die Function 

*.z — k t .z — k % . . . z— k n+1 _ m _ r I( z. ):{z — i x ){z — t 2 ) . . . (z — f m ) 
eine Function die in den vorgegebenen Puncten, oder wenigstens einigen von ihnen und keinen andern 
unendlich wird. Sie enthält m + m + l — n willkürliche Constante. Ist 1 > /, so ist die Function 

s . z — t, . z — ! s ...i-t^^.^ z ):(z — k i )(z — k 2 ) . . . (z — kj. 
wenn die Function in den Puncten I, f' a ' t 3 ... nicht unendlich wird, die verlangte. 

Ist nun ferner / = 1, so muss die Function im Nenner des Quotienten, welcher unsere Function 
darstellt nach § 17 von der Form \fty.z — k'[ z — k" 2 . . . z — k'^.z — k\ . . . z — k\ oder ]/P.z — 1\ . . . 
z — tj.z — f" . . . z — t^ sein. Ist m + l<n — 1 oder m + l = m + l<n — 1, so tritt noch eine ganze 
Function als Factor hinzu die auch im Zähler stehen muss. Da m + l + m + l = p ist, so muss entweder 
m + l>n — 1 oder m + l>n — 1 sein. Tritt beides ein, ist also m = m, so existirt der Nenner nicht, 
also die Function selbst nicht. Ist aber m ^ m so tritt einer von beiden Fällen ein, man kann sich aber 
wegen der Analogie der Untersuchung auf einen beschränken. Es sei m + / = w — 1. So ist also unsere 
Function in der Form enthalten 

W/PF( z ) + t/$ . 3( z )] : [|/$ . (*-*,) . . . (z-kj . {z-k x ) . . . (z-k,)] 

n—1— m— l 

weil der Zähler den Factor F( z ), den der Nenner enthalten kann, ebenfalls besitzen muss. Der 
Zähler muss nun in den Puncten k x . . . k m k x . . . k l verschwinden, und es muss deshalb F(z) = 
C.z — k x . . . z — k m sein. Ferner muss der Zähler in den n + 1 — m — / Puncten f, f s .. verschwinden, was, 

da n+\ — m — / > m ist, nur dann möglich ist, wenn F(z) Null ist. Dann reducirt sich also unsere 

Function auf eine Constante und wir haben den Satz: 

Eine einwerthige Function von s z, die in p Verzweigungspuncten unendlich wird, von denen eine 
Anzahl / der Reihe k und eine gleiche Anzahl der Reihe t angehören (wenn auch / = ist) und welche 
in allen übrigen Verzweigungspuncten, in denen sie noch unendlich wird, unendlich gross zweiter 
Ordnung wird, ist nicht vorhanden, noch auch eine solche welche in nur einigen dieser Puncte unend- 
lich würde. Nur etwa die Constante kann als eine solche Function angesehen werden. 

Die Riemannsche Fläche. 

§ 19. Die Riemannsche Fläche, die wie s (oder ö) verzweigt ist, ist überall dreifach über der 
z- Ebene ausgebreitet Ihre Verzweigungspuncte sind sämmtlich doppelte, um die sich die Fläche dreimal 
windet, also dreifach zu rechnende Puncte, die sich immer in drei Blättern zugleich befinden. Sie liegen 
über den Puncten k l9 f t , k 2) ^ • • • ^»+i> ti+i der z- Ebene, und es ist demnach die Anzahl der einfachen 
Verzweigungspuncte mit 4n + 4 in Rechnung zu bringen, weil 2n + 2 doppelle vorhanden sind. Die für 
den Zusammenhang charakteristische Zahl ist demnach (R. p. 129) 

Thomae, Abel'sohe Funotionen. 2 
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p = 2w. 
ßchon im Vorhergehenden wurde zur Abkürzung p für 2w gesetzt 

Die Verzweigungapuncte sind durch die Bezeichnung in zwei Klassen geschieden. Die mit lateini- 
schen Buchstaben gekennzeichneten treten im Zähler der Function s, die mit deutschen Buchstaben im Nenner 
von s auf. Die mit demselben Index bezeichneten Puncte k^ und t„ sollen ein Paar Verzweigungapuncte 
heissen. Führt man einen dem Werthepaare s, z entsprechenden Punct, oder kurz einen Punct s, z um den 
Verzweigungspunct oder Windungspunct k„ positiv herum, d.h. so, dass k» immer zur Linken Hegt, so 
geht s in r s, § in r 2 8 über. Führt man aber den Punct s y z um 1 f„ negativ herum, so verwandelt sich 
ebenfalls s in r s 7 8 in r 2 3. Hieraus folgt, dass wenn man den Punct s, z in einer einfach geschlossenen 
sich nicht selbst schneidenden Linie (Schlinge) um ein Paar Verzweigungspuncte k^ t^ herumführt, s und 
ebenso ä ihren Werth nicht ändern, wofern nur in das vom Wege umschlossene Ebenenstück kein anderer 
Verzweigungspunct hineinfällt Wenn man demnach k x mit t 1? k 2 mit t 2 , etc. k n +i mit I*+i in jedem der 
drei Blätter durch Linien verbindet, die sich der Einfachheit halber nicht selbst noch unter einander schneiden 
sollen, so jedoch, dass die in verschiedenen Blättern dasselbe Paar von Verzweigungspuncten verbindenden 
Linien einander decken — so wird man in jedem Blatte, für jeden Werth von z bei stetiger Fortsetzung 
nur einen einzigen Werth von s (und ebenso von 8) erhalten, wenn man z über keine der gezogenen Linien, 
die Durchsetzungslinien heissen, hinwegführt. 

Will man nun die Blätter ordnend zählen, so braucht man nur in jedem derselben einem einzelnen 
Werthe von z einen bestimmten der drei Werthe von s zuzuordnen. Dann ist das Blatt wegen der Stetig- 
keit von s in seiner ganzen Ausdehnung dadurch definirt, dass die Puncte eines Blattes immer den Werthen 
von s zugeordnet sind, welche durch stetige Fortsetzung auf Wegen, die über keine Durchsetzungslinie 
führen aus dem festgesetzten Einzel werthe erhalten werden. Ueber die Durchsetzungslinie k^ t^ hinweg setzt 
sich ein Blatt in ein anderes, den stetigen Zusammenhang vermittelnd, fort Wir wollen die Richtuug der 
^ Durchsetzungslinie von k^ nach f^ als die positive, und die für diese Richtung linke Seite als ihre positive 
ansehen. Setzen wir nun weiter fest, dass man durch einen Uebergang über eine Durchsetzungslinie von der 
negativen zur positiven Seite, z. B. durch einen positiven Umgang um einen der Puncte k, oder durch einen 
negativen um einen der Puncte t, stets aus dem ersten ins zweite, aus dem zweiten ins dritte, aus dem 
dritten ins erste Blatt gelangt, so ist diese Annahme mit dem stetigen Zusammenhange wohl verträglich. 
Beim Uebergange von der positiven zur negativen Seite ist die Reihenfolge die umgekehrte, so dass man 
aus dem ersten ins dritte, aus dem dritten ins zweite, ans dem zweiten ins erste Blatt gelangt Ist dann 
in irgend einem Puncte z = z t der Werth von s = ^ im ersten Blatte gegeben, so ist er t $j im zweiten 
t 2 s x im dritten Blatte. Der Werth von s im dritten Blatte ist aber gleich t mal dem Werthe im zweiten, 
im ersten gleich rmal dem Werthe im dritten Blatte. Nun könnte noch der Werth in irgend einem 
Puncte des ersten Blattes genau gegeben werden, um dieses als das erste zu kennzeichnen. Z. B. dadurch, 
dass für ein bestimmtes z der Werth von s im ersten Blatte den kleinsten Winkel haben solle. Hierzu liegt 
jedoch zunächst keine Nöthigung vor, und es soll dies deshalb nur da geschehen, wo es gerade gefordert wird, 

§ 20. Die Zerschneidung der Fläche T in eine einfach zusammenhängende kann nun wie folgt 
geschehen. Im ersten und dritten Blatte ziehen wir die Querschnitte b± und b u bi und 6 2 , . . . b n und b ny 
je zwei um ein Paar Verzweigungspuncte herum. Die Züge (Schlingen) b u und b^ sind einander congruent, 
aber ihre Richtung ist die entgegengesetzte, und b^ liegt gänzlich im ersten, b^ gänzlich im dritten Blatte. 
(In der beigezeichneten Figur sind in der obern Zeichnung welche nur Linien im ersten und zweiten Blatte 
enthält, die Linien im ersten Blatte continuirlich ausgezogen, im zweiten punctirt, in der untern Zeichnung, 
welche nur Linien des zweiten und dritten Blattes enthält, sind die Linien im dritten Blatte ausgezogen, die 
im zweiten punctirt Die Durchsetzungslinien sind in beiden Zeichnungen ausgezogen). Die beiden Quer- 
schnitte fli und üi ziehen wir um die Puncte ! 4 Xr n -|-i herum einander congruent, so dass alle Puncte f i t 2 . . . t» 
im Innern der Schlinge liegen. Während a^ im ersten Blatte an der Stelle * beginnt und in der Richtung 
des Pfeiles weitergezogen ist, beginnt a A an der Stelle * im zweiten Blatte in -derselben, in der Figur von 
einem Pfeile angedeuteten Richtung und geht über die Durchsetzungslinie k n -\-\ tn+i hinweg ins dritte Blatt, 
während a x über dieselbe Stelle der Durchsetzungslinie ins zweite Blatt geht Ueber die Durchsetzungslinie 
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k t fi hinweg geht a x ins erste Blatt zurück, und an derselben Stelle geht d\ aus dem dritten ins zweite 
Blatt. Nun fahrt b t von der Stelle # aus vom positiven Ufer von a v ans auf das negative zurück, b x von 
der Stelle * * aus vom positiven Ufer von <h aus auf das negative zurück. Hieraas ergiebt sich die ent- 
gegengesetzte Richtung von b\ und by._ Nach dieser Beschreibung der Schnitte #1 d\ giebt die Zeichnung 
hinlänglich deutlich an, wie a^ «2, a^ 03, . . . a» a n zu ziehen sind. 

Durch die Systeme 0\ b u a L b u a^b^ a%b^ y . . . a n b ny a n b n ist nun die Fliehe T in eine Fläche T' 
zerlegt, die allerdings noch nicht einfach zusammenhängend ist, weil ihre Begrenzung nicht aus einem 
Stücke besteht, sondern es sind dazu noch Linien, (die Riemann mit c v c% . . . bezeichnet) nöthig, welche 
je ein System mit einem folgenden verbinden. Allein diese Linien können hier ohne Nachtheil fortgelassen 
werden, weil alle Functionen die untersucht werden, also namentlich die Integrale in T einwerthiger Functionen, 
aber auch gewisse dreiwerthige algebraische Functionen von s und z in der hier beschriebenen Fläche T 
stetig sind, d. h. zu beiden Seiten der hier fortgelassenen Linien (c x c 2 . . .) gleich sind. 



Die fiberall endlichen Integrale. 

§ 21. Jedes überall endliche Integral kann aus den 2n = p speciellen 

< ^ f zV- X dz m (s 2 n_ fzf- l dz ^ 

linear mit constanten Coefticienten zusammengesetzt werden, so dass das allgemeine Integral geschrieben 
werden kann*) 

n 

rv = ^^Hy) (^v w v + %v ro v) 
1 

wenn die A und 8 willkürliche Constante sind. 



*) Um bei einer Summation die Kennzeichnung des Summationsbuchstabens oder beim Productbilden die des 
Productbuchstabens, die in obiger Gleichung noch geschehen ist, fortlassen zu können, soll dabei, wenn es nicht be- 
sonders anders bemerkt wird, immer der Buchstabe v oder »>', v" etc. als ganzzahlige Veränderliche angewendet werden. 

2* 
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§ 22. Die Periodicität8moduln der Functionen rv^ oder XO^ an einem Schnittja^ oder b^ hängen 
nahe zusammen mit den Periodicitätsmoduln an den entsprechenden Schnitten a ß oder b^. Wir bezeichnen 
die Periodicitätsmoduln so, dass w^ auf dem positiven Ufer von a u i um A flfJl * grösser ist, als auf dem negativen, 
auf dem positiven Ufer vonj_»^ um B^ grösser als auf dem negativen. Die entsprechenden Grössen bei 
a„» b^i aber sollen A^ B^ sein. Die Periodicitätsmoduln von xo^* bei a^ b^ a^ b^ sollen Bez. mit 
^uu* ^fiu* ^-ufi' ^fJLfi* bezeichnet werden. Nun ist, wenn der Integrationsweg, der allemal in positiver Rich- 
tung der angemerkten Linie zu nehmen ist, wie eine untere Grenze an das Integral gehängt wird 



I dto^ = — r / dröp, I dxo^ = r* / dio^, 



woraus folgt: 



Apn* = tApp', *»nfi' = T **nfji'} "ftp' == T "mx') 'O/u/*' = x ^ßfx'' 



§ 23. Aus diesen Elementarintegralen setzen wir zunächst Integrale zusammen, welche, weil sie 
zwischen den Elementarintegralen a>, tt> und den nachher zu bildenden Normalintegralen u und U in gewisser 
Beziehung in der Mitte stehen, Zwischenintegrale heissen mögen. Diese sollen an n — 1 Querschnitten a 
und n — 1 Schnitten a den Periodicitätsmodul Null haben , und nur an a„ und a» einen rein imaginären. 
Wir bilden nämlich, indem wir mit 6 eine formale Differentiation anzeigen, die Functionen 

/ , • v *ig I a I , . . v* dig I a I 

*p (*, *) = X? = «* 2d -Ja — L w v> tp(*f *) — X/i — **2d 7^ *>" 

1 1^4 1 U +~yu 

worin | ^ | fttr | ^AA' | und | 31 |_kurz für | Sm« | gesetzt ist. (Man vergleiche die Einleitung.) Der Periodici- 
tätsmodul von Xp bei a^ und a^ ist Null, wenn ft^p' ist, bei a^ aber ix, bei a„ ist er — ti'jt. Der 
Periodicitätsmodul von E^ bei fl^< oder fl^ ist ebenfalls Null, wenn fi^.(i' ist, bei a fl aberjst er — rix, 
und ix bei_a^. Die übrigen Periodicitätsmoduln sollen so bezeichnet werden, dass x^ bei b^ 4 , b^ bez. die Mo- 
duln x.pp*, x^ ', J^ aber bez. die Periodicitätsmoduln E^w'j E^p' hat Dann' ist offenbar 

Xpn' — *%,«'> I ^AA' | = r 2 » | a^, | , E^< = t«^, | Ea A , I = r" | Ea' I • 
Wendet man die allgemeinen Relationen, welche zwischen den Periodicitätsmoduln der Integrale 
erster Gattung bestehen (R. pag. 147) auf die x und E a n> so folgt: 

ix (Xfp — a:^) + rix (x^ — ay^) = 
oder 

fcr (ay^ — r* x^ — x^. + tKt^) = 

welche Gleichung von selbst sich als richtig erweist. Ferner ist aber 

^ilß'lA — x^'-Tixii^ — x^ = 
oder _ ' 

tfJt'fl T 'ifl'/JL = */JLft' T X fl(l'l Zfl'fi ( * T ) = T * * r ) * c ^k' 

t _ r 2 — _____ _ — ' 

EjU'fl ii T X u[x' T X^ JLfJL * } typ Xpyf T X (JLfl * 

I IM | = T 2 » | Xlk .\, |i^ | = | X& | = T» | * U , | . 

Für die Functionen ^> im Zähler von =-, r-- führen wir Abkürzungen ein, indem wir setzen 
so dass also zu schreiben ist 
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ist 

§ 24. Aus den Functionen x und £ bilden wir die Normalintegrale u und U durch die Gleichungen 

, , x +rt rx +l 

u^is, z) = Up = -y— ^— , tyfo z) = U^ = • t _ T2 , 

woraus folgt 

•*> = fy — T V lp = —«Vi + V x tx + E/t = OV + V ^ "" T ^ 
Dann hat _ 

w„ bei allen a und a den Periodicitätsmodul nur bei a^ den ix, 

u„ bei allen a und a den Periodicitätsmodul nur bei a^ den ix. 

Die übrigen Periodicitätsmoduln an den Schnitten b und & sollen so bezeichnet werden, dass 

u„ bei b„* den Periodicitätsmodul a^ bei V den Modul cl^, 

ll» bei V den Periodicitätsmodul a^ t * bei V den Modul a^ 

hat. Aus den im vorigen Paragraphen abgeleiteten Gleichungen x^ = t^x^, J^« = rj:^ folgt demnach 

V«' — r V<' = t2 V«' — V*'» 

§ 25. Löst man diese Gleichungen nach a„„< und a^/ auf, so erhält man 

a HH 4 = a (jLn' V<'> V*' == a fi(x'} &fifi' ~ V*' V*'* 
Hierzu kann man noch die Relationen fügen, welche aus einer bekannten Eigenschaft der Integrale erster 
Gattung (R. pag. 144) fliessen, __ _ _ 

V*' mm a p'iAi a (i(i' = V^» V*' = V^ 
Wenn man diese mit den vorhergehenden combinirt, so findet man noch 

<W "*" V/< = — V*' ~ — V«!™ V«' + Vf» 

*V< === *W == ^V" 
endlich ist 

V<' = (*W + V^ : (* — * 2 )> Vi' = (™>i"' + t**^) : (1 — r*). 
§ 26. Werthe der Integrale u und u in den Verztveigungspuncten. Die Werthe der Integrale 
u und U hängen noch von einer willkürlichen Constanten ab, von dem Werthe in einem beliebigen Puncto. 
Deshalb wollen wir zuerst nur die Differenzen der Werthe eines Integrals in den Verzweigungspuncten 
untersuchen, und beginnen mit den Integralen x fi ^. Die Differenz x^(t^) — ^(V) n ^ cn * verständ- 
licher Bezeichnung) ist Null, wenn //' ^ fi und //' < n + 1 ist Denn der Periodicitätsmodul von x^ bei a^, 
oder was dasselbe ' ist, das über V genomramene Integral 

J dXp ist gleich J fx ' (r — 1 ) dx fl , 
V V 

wenn das letzte Integral im ersten Blatte über das positive Ufer der Durchsetzungslinie k„< l„* erstreckt 

wird. Also ist j ' ** ' dx fl = 0. Ebenso ist J fi ' dfy = und also ^(f^') — t^fi') = 0- Hingegen ist 

V V 

y'dfy = —ix, fd^ = t/jt 

und demnach 

Xfi&J — Xft&p) = <>:(! — t 2 ) = /jt(1— t):2(1 — cos-^^r) — -f/jr(l— r), 
Ep(V — W = — '**:(! — *) = — tJrr(l— r 2 ):2(l— cos-fjr) = ^-fjr(l— t). 
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Hieraus ergiebt sich 

VV - W — !VV~ VV + T MV — n/JV! '• (* — * 2 ) 

= -J-**(l — t + t— t*):(1— r>) — l«r, 
Eine ähnliche Betrachtung ergiebt noch, 
Die Differenzen ^(Ay+t) — Bp9p')t i/t^n'+l) — E^^u') ergeben sich ans den Gleichungen 

\ x (t( k /*'+0 — x i*$pt')\ (1 — *) — X fl,ft'+l— X /Xft't 

MV+iJ - **<VM ( l ~ * 2 — E//,^'+t— W» 



*ft(V+lJ ~ a>i<V> = "H 1 — t2 ) (^//'+l — ^w«') — "H*««' 



K 1 — *) (W+i — W') = -i-fti 



w 



-E^'+l)(l-^)- 



MV+i )_ MV) 

Hieraus folgt nun 

W+i) - MV) = -rt^w'+t— «wiOO— * : 9 + ft W '+i — W)< T — rI )! : < 1_ t2 ) 
= -rl x /in'+\ — x n/jL , + t (% f m'+[ — l/ift') — tJ (^'-h +W+t — ^i«'— Ew*')! : (* — * 2 ) 

= — -»-(«w»' — a /ifi'+ 1) + "H«//p' — a ^'+t)> 
MV+t) - «V (V> — — -r !0w+l — -W ( T — **)_— ( W+ ~ W (1 — t2) ! : (1 — t2) 

§ 27. Die in den Integralen u und u enthaltenen additiven Constanten werden später nach Rie- 

1 1 
mann's Regeln bestimmt Vorläufig geben wir denselben die Form . K^, Ä^ und nehmen an, dass 

u (tQn+\) = JZZ\ K V" u /kCm+i) ^ p~ZZ\% 

sei. Dann construirt man mittels der eben gegebenen Formeln leicht die beiden anf Seite 14 und 15 unter 
dem Text stehenden Tabellen, in welchen eine beliebig unter und hinter dem Strich herausgegriffene Grösse 



"1 



p-l 



*u 



«i- 



P 1 ' 






p-l 



*n 



*1 
«i 

«2 

*3 



l 



H 



-H«n —«11 )> ^(«21 — «Ji )» 

(«11 — au ) + -ti*, -r(<hi — 02i ), 
-f(«i2 — «i2)4--r ,jr > 4-(«i2 — «m)j 
-H«h — fii ) + -f**» i-(«m — «22 ) + -rix, 

T («18 — «18 ) + -T» Ä » Y («23 — «23 ) + "H*, 

(«ip — «i/«) + -r **i -J- («2/« — «2^) + t «1 

( a \fjL — <Hn) + T**i -f(«2/*— «2/<) + "H», 



(«In— ^ln) + "3 "«*» -r(«2« — «2») + T^, 
(«1»— «iJ + Y« 1 » f(«2» — «2n)+.r'>, 



0, 



0, 



-Htyi— ^ii). 
■r(«(«i — «pi)> 
i-^2— ««2)» 

v(«^2— «^2), 

i(«^3— «^:»), 
-r(« w — « w ) + l'>. 

-t(«ixn — «p t ) + J'*» 
Tr(«/m- ««») + !-'>» 






x(«nt — ^.l), 

tKi-<i). 

4-(«n2— f^i2)> 
l-(«»2— «»2)» 
"r(«n3— ««3)> 

"5"(«»jU «»(«/> 
-r(«n,<— "«n^)» 

"r(«nw «nn)> 
t(«»»— "«n^ + l«^ 
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den Werth der Function angiebt, mit welcher die Vertikalreihe überschrieben ißt, in der sie steht, und zwar 
in dem Verzweigungspuncte, welcher der Horizontalreihe nebengeschrieben ist, in der sie steht 

§ 28. Die Grössen K und Ä. Riemann bestimmt (R. p. 148) die Anfangswerthe der Integrale u 
und U so, dass die Summe ihrer Werthe für 2p — 2 durch eine Gleichung q> = verknüpfte Puncte nach einem 
System ganzer gleichzeitiger Periodicitätsmoduln congruent Null ist. Nehmen wir als Puncte die auf solche 
Weise mit einander verknüpft sind die Wurzeln der Gleichung 

s.z — z x .z — z 2 • • • z — *»— i = 0, 
so bestehen dieselben aus den Puncteu k u k 2 , . . . äw+i und {s l} z t ) 7 (s t t, Zj), fo t 2 , z x ) } . . . (s n -i } z»_i), 
(Sn- 1 r, z*-\) (stt-i t 2 , z n -\) y die zu je dreien über den Puncten 2, : 2 . . . z n -i der z- Ebene liegen. Nun 
wollen wir ein System von Grössen ((\ } C 2 . . . C n \ ©1, &> . . . 6») hinfort kurz mit (C^; 6^) bezeichnen, 
so dass der Buchstabe X in dieser Form ein System von w-Werthen 1, 2 ... n der Reihe nach vertritt 
Dann ist (nach R. pag. 138) das System 

(w;i(*i, *i) + u^Si r, z { ) + u^ r\ 1)\ u k (s l} z { ) + U^fo r, z x ) + u A (*, x\ zj) 
für sich einem constanten d. h. von z, unabhängigen Werthsysteme nach dem vollständigen Systeme gleich- 
zeitiger Periodicitätsmoduln congruent. Wirft man z x auf einen Verzweigungspunct, so sieht man sofort, dass 

/ 3 3 \ 
dieses System von Constanten gleich f K^\ ?^a) * s *" ^ as Werthsystem 

,»+1 «+1 V i»+l I.+1 V 

^1 1 ' * 1 1 ' 

kann den Tabellen auf Seite 14 und 15 entnommen werden. Es ist nämlich 



^ 1 1 ' 

(4-2J(o^ -ä Xv )+l(n + l- X)ix + £±{ K h i ^(a Xv _ a7,) + -H» + 1 
^ 1 P \ 

Znr Abkürzung soll noch 

(h\ S ä) = \^ a ).v — H v ) +(» + 1 — *) ix; 



fc* -«*) + («+! 



*)** + 



— X)ix) 



f=-N)- 



u '~ y — Ä » 



u-. — 



1 



» — 1 Ä '" 



// — 1 " 



*2 

*3 



«^1 



-,(«11— Oll), t(Om— «li), 

-f (a u —o M ) + -£-ür, -r(o« — «21 )> 
i (<»i2 —012) + t<*, -f(<»22 —«22), 
-{- (a n — a 12 ) + 1 «r, -J- (a n — a-n ) + 

■r «»i3 — an ) + i-ix, -t ("»23 — a,s ) + - 



-/jr 



-H«i*— *l,i) + irix, -T (&!(,— *2(i) + i- ix 
l-( a l» — <*ln) + ~3 «>, i;(tt2n — Oft,) + -ä-ür 



-«r, 



IX, 



0, 



V ( a //1 — a jul>7 
.T «Vi— fyl), 

ir(0/r2— S2); 

T W1111 ö /i/i/? 



h (*uu— a w) + ir ijt > 



0, 



( ö ltl — <y), 

( a wl — */it)> 
(^2 — tt n2 ), 

(a n2 — a /i2 ), 

-H a ii3— a »3>> 

0, 
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gesetzt werden. Dann ist 

/*-H n+1 



"> = (2A' A + -J-Z*; 2ft A + -J-8*) = (0; 0). 



,«+1 »+1 

( ^V u x (k v ) + V] [w A (*„, z v ) + u x (s v t, z v ) + u k (s v x\ z v )] ; 
^ 1 i 

2 u * ( *^ + ]£ t u * ^ ^ + u * (** t > z ^ + u * fo * 2 > ^)] ) 

ii * . 

Aus dieser Congruenz geht hervor, dass, wenn wir 

(A'a; Äi) = (f M-+Lxi 4-3»;. -iß) 
setzen, (M X ] SR;) ein vollständiges System ganzer gleichzeitiger Periodicitätsmoduln ist, deren Zahlencoeffi- 
eienten erst mit Hilfe der #- Functionen näher bestimmt werden können. 

§ 29. Nun wollen wir einige Systeme von Summen der Werthe der Functionen u und U in Ver- 
zweigungspuncten mittels der Tabellen auf Seite 14 und 15 in den eingeführten und in noch einzuführenden 
Bezeichnungen ausdrücken. Zuerst ist 

(u x ftn-0 - 2 V « Ä (! v ) ; u A (Im-i) - 2 V u A ft,)) = 

(-**- ; z A ; -«ä— I- 2a) -'(-iÄi-ilA; — H»*— HU) = i-i-A\; — » 

wenn A^, 5R^ neue durch die Gleichung 

definirte Bezeichnungen sind. Will man, und dies gilt namentlich von Theil II, übermässig lange Ausdrücke 
vermeiden, so muss man solche Abkürzungen einführen. So soll noch zur Abkürzung 



i(/0 



2**>F P -F i+ Ft + 



F u _ x +F f ,+ . 



Jl^F v = F { . F, 



F, 



//— i 



V+l 



• • ■& «i 



i l 

geschrieben werden, so dass also der obere Index an Summen oder Produktzeichen das Fehlen eines Termes 
in der Summenreihe oder der Factorenfolge ausdrückt. Für m und fi können andere Buchstaben eintreten, 
während v nach dem Frühern typisch sein soll. Setzen wir die k an die Stelle t so finden wir 

(«,M-2V«,(y; Ux(k^) — 2J£u x (k v )\ = (ix — Ifx, i* — Xj). 

^ 1 1 ^ 

Bedeutet [#] für positive x die Einheit, für negative x und für # = Ö die Null, und ist (ix)xu = ® 
für // ^ ü und («>)^^ = i# , so erhalten wir ferner aus der Tabelle die Ausdrücke 

Uik^-2 VW^itj; ^(y~2VM U; jy) = 
_ ' _ l 

( a kfi — «^ + [> — *] « — -r N x ; «a.« — «x /4 + &« — •*] «* — * 3*a) , 

(«ü(V-2V^(f v )i u A (l„)-2 V U; (! v) ) = 

_ l _ l 

(«A,,-«^ + [/* + 1 -*]<*- v ^5 «^-«^ + [>+i — *]*» — - i-»A), 
(«^ — a xp + 1> — *]** + -r (fc^+i— f * r ; <^ — ^ + L" — *]«* + "f f^)A,/i+l— t»a)» 

iflkß — <*Xv + [ß — *]** + ir(ixh u u+\— T^'a; ^ — ^ + [/« — *]<> + -Kar)*, ,1+1— T*il)- 
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Diese Formeln sind auch für (i = w + 1 richtig, wenn man «An+1 a A»-H a Ai»+l a A»+l gleich 
Null annimmt 

§ 30. Ferner erhalten wir 

— ( 0(«Ap — «Ä/u) + *(<V — «V> + ![>'— Ä]/* + f|y — X\ix; 
~~ \ Ha^ - V + *(<V ~ «M + i[^ — A]/jr + ^'_a]ür). 

^ 1 1 ' 

10 («Ap — «Ap) + ä(«V — <V) + i[>— ^l«r + i|>' + 1 — X\ijt) 
l(a^-"äj^) + l(tt^.— ö v ) + *[>«— ilte + il^ + l-flte). 

(«a (V - 2 ^ ( " "A(* y ) + * Aa; u a (*„) - 2 ^'W,) + *»ji) 

^ 1 1 ' 

= ( (i(a A ^ -ä^) + l(<V -jy ) + *0 + 1 - *]ür + J|>'-*]fcr ; 
1 i(a^ — ~ö^) + *(a^ — a^O + i|> + 1 - X]ix + J^'— A]to). 

v i \ ' 

= I (H«^ — «"^) + *(«^' — «1^') + HP + 1 — *]'* + ?|>' + 1 — 2]fcr; 
I 4(a AA1 — ö^) + *(a^ — ä^)+i[ii+l — X]i3t + i[ji'+i—X]ix). 
Eine andere brauchbare Relation erhatten wir in folgender Weise. Es ist: 

(^«Ä + MU-J^Aa; 2>A(*v) + UA(*A)-^-iftA) = 

Sind nun *i x 2 • • - **-H> » + 1 verschiedene Verzweigungspuncte und x\ x\ . . . a£, x die übrigen, 
so folgt hieraus 

( 2 ^W- P 4i^i 2 ^ u aK)-^-[Äa) = 
^-22«a(4)+^t«a; ^a-22.«aK)+j±iÄa) 

§ 31. Grenzwerthe der Periodicitätsmoduln. Läset man die Verzweigungspuncte f b t* . . . f« 
näher und näher bez. an k l} k 2 . . . k n rücken, so werden von den Periodicitätsmoduln einige unendlich gross, 
andere aber erhalten berechenbare Werthe. Zunächst erhält man durch Anwendung des Cauchy'schen Satzes 
die Residuenintegrale betreffend 



A w*' 



Thomte, Abel'whe Functionen. 



r z*- 1 dz 



-afaigr 1 *._*.. _*-*"- 1 
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und hieraus 



1/(2 — *„+!)* (* — f„ + l) 



(-ir ? T- 1 (_l)«.(2/ J r)-:|Äf- 1 | 



a 



l/(/"(A.+i)) 2 gJ'(lH-i) 
§ 32. Wir benutzen nun einen allgemeinen Satz ans der Theorie der Determinanten (Baltzer Deter- 
minanten, erste Auflage 12, 6) 

9 "\ I 1 I * * * 1 9 1 I * * • 1 

) **2 | ^2 ? • • • 2 7 2 J * * * 2 

\ lr b* l/ 1 — ^ jJ 1 b n — * 

*> ^'+i> *£'+i> • • • *£'+t» *£'+i> • • • *y+i 

1 x ? A » > A n > • • • *n > A n > • • • "n 



ß' 






worin 



Cip* = 1, 6 T 2 ^ = Ar, + Ar 2 . . . + ^'— i + ^'4-1 + . . . + Ar«, 

^V = *1 *2 + *1 *J + *1 ^'—1 + *1 V+ l + • • • *1 *• + *2 *8 + *2 *4 • • • *»-l *»> 

C nn' = k\k 2 k z . .. kp*__ x Ay +1 . . . k n 



ißU 



1LÜ 



§ 33. Mit Hilfe dieses Satzes finden wir 

*,,r-i, 



*\*l\ 



r :2l»(*a . . . V~b V+l • ' • *JJ^°(V-V> 1/ ^°<**-*^> (^-t+0 1 - 



Nun ist 
J(*i . . . V-i V+l • • • W f M (*, — V) = <~ ^ " ] ^(*j • • • *^ . . . k n ) — (— ly'- 1 | Ä*'- 1 
also 

(_1)-V 1 (2 ür)«-l(_i)»-^c n _ j[4+l)/u< : | *J'-> | \/ nM(k v -k+t) (k v -L+tf, 






und ähnlich 






te**Ü 



*SW 



K-i) n -" t;-^!,!,' i/(v-*v+i) 2 (V— e »+i)- 



Digitized by 



Google 



*/V£ 



— 19 

Da nun ^ (— l) n ~ M £,,-^4-1,^ ^~ l — * — A-, .z— A 2 ... z— Ay__ t .z— Ay + 1 . . . z— k n ist, 
1 
so folgen hieraus die Gleichungen: 

V- y 1/ z _/: n+1 (z-!^) 2 '*-V 
' — *n+l) 2 V — *n-H a <*z 

-*n+i) 2 *— t+i " *— V" 

Die dritten Wurzeln in diesen Ausdrücken sind so zu nehmen, dass in oy für z — Äy dieselbe im 
ersten Blatte Eins ist, in l ß < aber im dritten Blatte. Bieraus erkennt man sofort, dass die Periodicitäts- 
moduln x^ g^« endlich bleiben, aber x^ j^ unendlich werden. Man kann den Verhältnissen x n : oc r% ...x nn 

— #m -^n ' • • &«* beliebige Werthe geben, wenn man nur f t t% . . . f * in passenden Verhältnissen den Wer- 
then k t k% . . . k n nähert 

§ 34. Es erübrigt noch die Grenzwerthe der a und a festzustellen. Da 

<*W' = (Xfi/i' + n^') ' (1 — T 2 ), Oftft' = (Xjyt + V^p') : (1 — t 2 ), 

a^< = {xx^ + j^O : (1 — r% a^ = (zx^ + J^) : (1 — r 2 ) 

ist, so erkennt man leicht, dass diese Grössen endlich sind, so lange p^p' kt, aber unendlich gross, wenn 
li = pf ist Es können aber die Verhältnisse 

flu • «m • • • «im 
jedwede Werthe annehmen, wenn die Annäherung der ! an die k in geeigneter Weise herbeigeführt wird. 

§ 35. Man kann ebensogut wie die Normalintegrale w, U gebildet sind, die an einem Querschnitte 
a oder a den Periodicitätsmodul tut haben, an den andern aber den Modul Null, ähnliche Integrale u\ u' 
bilden, welche an den Schnitten b und b den Periodicitätsmodul Null haben bis auf einen, an welchem der 
Modul — tJt ist. Dies ist nöthig, wenn man Grenzbetrachtungen anstellen will, bei denen f| an k 2 , {2 an 
£3, ...!* an Xvh unendlich nahe rücken soll. Die Integrale 

haben die Eigenschaft, dass die Periodicitätsmoduln von x„ an den Schnitten &„ gleich — wr; b„ gleich 

— t 2 /jt, an den übrigen b und b Null sind, bei a^ a^ seien sie bez. x^ x^. Der Periodicitätsmodul 
von E^ bei &^ ist — r 2 m bei &^ aber — in, an den übrigen b und & NulL Bei a^ abseien sie bez. JJ^ g^/. 
Hieraus bildet man die Functionen 

*V = («ii — ^Sii):(t— t), uj, = (— t 2 ^ + ^):(1— t) 
deren Periodicitätsmodul bei &^* 6^ bez. mit 6^* b^ h^* h^ bezeichnet werden sollen. Bei a„ ist der 
von Up gleich — \n bei allen übrigen a und a Null. Bei a^ ist der von u^ gleich. — ist bei allen übrigen 
a und a NulL Zwischen den x £ x' yf bestehen die Gleichungen 



*ii = — **2d Xv 6x^ — > ^ = — **2i lv — TT 

aus denen sich ergiebt 






= ^IJSigJ . V : _™Ä 



Utt ft'fjL V%L fl'fM 



Lässt man die Puncte t L an Ar 2 , . . . f» an Avj-i unendlich nahe heranrücken, so ist 



3* 
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B ßß' 






2jjr 



■I2 . . . z — l n 



woraus fliesst 

(2/*)« :.| tjr 1 | _ (2i*)" : | ijr 1 | 

| ff | - ,, t I » I - 



[/Z7(f y - * t ) (f„ - t^o* ^(f, — *,)* fl„ - t+0 

Einender des vorigen Paragraphen ähnlich geführte Untersuchung zeigt, dass x^ j^ x^ x^ und 
ebenso b^ b^ b^* b^* endliche Grössen sind, so lange (i^ fi' ist, hingegen über alle Grenzen wachsen, 
wenn (i = fi' ist Durch passende Wahl der Annäherung derjf an die k kann man jedoch den absoluten 
Werthen der Verhältnisse x\ , : x\ % : . . . x^ oder £ , : j' 22 : . . . l' nn jedwede Werthe ertheilen. 

Integrale zweiter Gattung. 

§ 36. Die einfachsten Integrale zweiter Gattung erhält man durch Differentiation der Integrale 
erster Gattung nach irgend einem Verzweigungswerthe. Um Integrale zu erhalten, die zu beiden Seiten 
sämmtlicher Schnitte a und ä denselben Werth annehmen, kann man die Integrale u und U differenziren, 
und erhält so wenn x ein Verzweigungspunct k oder I ist: 



d*V _ 1 — T/fayc ^A 8U _ 1— T /top fe 

dx 3 \dx +X dx) 9 dx 3 \dx T + 8a 



_Jff 

Bx) 



Die Periodicität8moduln an den Schnitten b ^ b^ sind dann bez. 

^ a fifi' Sa w' Sa fA(i' Sa w' 

dx ' dx ' Sx ' dx • 

Diese Integrale sind jedoch nicht die einfachsten, weil sie im Puncte x unendlich gross zweiter 
Ordnung werden, so dass in der Entwicklung derselben nach Potenzen von z — x sowohl das Glied (z — x)~~b 
als auch das Glied (z — x)~~$ vorhanden ist. Einfachere Integrale zweiter Gattung erhält man, wenn man 
die x und £ nach Verzweigungs werthen differenzirt. Da die Periodicitätsmoduln der x und £ an den Schnitten 
a und ä sämmtlich numerische Grössen, also von der Lage der Verzweigungspuncte unabhängig sind, so 
haben die Differentialquotienten die nämliche Eigenschaft, an sämmtlichen Schnitten a, a den Periodicitätsmodul 

Null zu haben. Die Function -~- wird im Puncte k -£ im Puncte I unendlich gross erster Ordnung. 

ak ät 

§ 37. Offennbar kann man die Gonstanten D und 2) in den Ausdrücken 

so einrichten, dass dieselben nirgend unendlich werden. Also sind sie dann Integrale erster Gattung, und 
haben an allen Querschnitten a und ä den Periodicitätsmodul Null. Deshalb sind sie nothwendig Gonstante 
und haben also auch an den Schnitten b und Y den Periodicitätsmodul Null. Daraus fliessen die Proportionen: 



Sx /xl 

dk M , 


• 8Ay ' - 


dk^ 


dx^ dXpi 
dkp< ' dkp* 


• • : %k tl . 


dx^ 

dkp* 


dx^ 


dx 9n 

* • '• dk ß s 


dXp) dx Q 2 


' : 8V' 
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8f„> 81«* 8f„/ 8f„/ 81^ d*u' 

8f^/ 8^ " <*V <"/*' ' Btp* ' dtp* * 

§ 38. Die Differentialquotienten Bx^ : 8L und 8^ : dk„ werden unendlich gross zweiter Ordnung 
in den Puncten tg bez. k QJ jedoch so, daBS in der Entwickelung nach Potenzen von z — t Q bez. z — k Q nur 
das Glied (z — l^)~"*bez. (z — kjT~% vorkommt, während (z — f^)"~* und {z — ArJ""~i fehlen. Dies ist der 
Grund, dass man in den Ausdrücken 

die Constanten E und 6 so einrichten kann, dass diese Functionen nicht unendlich werden, folglich so, dass 
sie Constante sind. Daraus folgen wie vorhin die Proportionen 

Bl 9 : Bt Q : ; ' ' : "8l^ 8^ : 81^ : ' ' ' : 8f f 

_ flayj 8ay 2 tefi'n _ day &V2 &V» 

~ vt 9 : "s!^ : • ' * : n Q ~ m 9 : Bt 9 : - : st 9 ' 

8 £//l 8 S/*2 ^» = %a\ ^a2 ^« 

8/r^ : 8^ : # ' ' : 8^ 8^ : Bk Q : * ' • : Bk Q 

= g£^q ^'2 m . ^Vn = 8 Vl S ty2 . g Vn 

8^ : Bk Q : Bk Q Bk Q : 8k Q : Bk Q ' 

§ 39. Eine Function t(s 7 z\s i} z{) die als Function von z x wie — - — unendlich gross erster Ord- 
nung wird, und an den Schnitten a und a den Periodicitätsm'odul Null hat — durch welche Eigenschaften 
sie bis auf eine additive Constante bestimmt ist — kann man leicht mit Hilfe der auf Seite 5 gegebenen 
Function S(s u z y ; s 7 z) construiren. Diese Function S wird in allen Verzweigungspuncten unendlich gross 
erster Ordnung, und man kann daher in dem Ausdrucke 



( dx u d1C„\ 



M*i, *i , *, *) 3 ^ / > t( . l _ z) 

die Grössen A^^ und H^ v so einrichten, dass diese Functionen in keinem Verzweigungspuncte unendlich wird. 

Multiplicirt man t mit ]/zy — k v oder \/z\ — t v und setzt bez. z { = k w l V) so muss das Produkt verschwinden. 
Daraus folgt 

3 . /% mf /Jt (z)dz 3 

X«,. lim |/z, — A„. / o g «1 , TT— ^m l/^i — K • 5 (^b z i 5 s > z ) = °- 

z=» k v J °- *• -t 5 * v* «W z t = Ä v 

Wenn man nun unter dem Integralzeichen noch Potenzen von 2 — k v entwickelt, sodann bis Z\ integrirt, mit 

\ 

]/z t — k v multiplicirt, und z v = k v setzt, so bleibt offenbar nur das erste Glied stehen, und man erhält: 

,. \ r P* ixftz)dz ix.f(k v ) 

lim l/zt— k v I 3 .«'/._* ) = — 3 > 
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*/=*,> Zl-ÄV5( *' 2i; S ' Z) = *V^ 
wodurch die obige Gleichung in die folgende übergeht 









woraus flieset 



l//>'(A-„)ÖP(*v)) : 



W 



^ - ^F V ' i^KV w ~ ^^ ' fctf^dr) ' 

§ 40. Multiplicirt man / mit %P u»d setzt z = k v1 oder mit s$P und setzt z = f r , so ergeben 

sich die Gleichungen: 

Bx u iR 4 (k v ) m 3$„ iÄ'(f„) 

lim /(*, z; s iy Zt)*P = ^ . 7 TT , , Um t{s, z; s lf zjsy = ^- f . 

Da die linken Seiten dieser Gleichungen von der Wahl des Buchstaben f/ unabhängig sind, so ergiebt 



sich noch 



hx u * i 



8t> 1 



»V 



1 



9#„ dx.,t dv t , SV/t' 

4 '- K - '"<*'> : * *'>' « : 4 - f " (!) : f "' (U 



Integrale dritter Gattung. 

§ 41. Integrale dritter Gattung können auf zweierlei Weise gebildet werden. Einmal nämlich ist 



t(s,z\ s i} z x )dz 



als Function von $ l} z, ein Ausdruck, der in den Puncten s 4 , z / und s", z 44 wie lgz — z" bez. — lgz — z 4 
unendlich wird, zu beiden Seiten einer durch V laufenden Linie um 2ix verschiedene Werthe annimmt und 
an den Querschnitten a und a den Periodicitätsmodul Null hat Eine solche Function bezeichnet man mit 
jr(s', z 4 \ s" y z"; s i} z{). Dass diese Function die erwähnten Eigenschaften besitzt, folgt am einfachsten aus 
ihrer Darstellung durch ^-Functionen, wobei sich auch ergiebt, dass sie als Function von s', z 4 ; s 4 ' 7 z 44 sich 
ganz ähnlich verhält Hieraus folgt im Grunde die zweite Form der Integrale dritter Gattung. 

Es ist bekannt, dass ein logarithmisches Integral in mindestens zwei Puncten der Fläche T unend- 
lich werden musB. Sind diese Puncte s u z x \ s 2 , z 2 so ist das Integral 

R , s $ > * 2 $ , S P , ö 2 /> 
Ru *i$i* , s\%r\ *iA* 2 , «JA* 

Ä 2 , * 2 $ 2 r , *;¥ir», ö,7> 2 r 2 , fi 2 i> 2 T 
Ä2, * 2 $ß 2 r 2 , *;%r, ö 2 /> 2 r, S 2 i> 2 r 2 



r 



(z — z x ) (z—zJR 



dz 



eine Function die sich von Jt(si,z t ] s 2 , z 2 , s, z) nur durch einen constanten (von sz unabhängigen) Factor 
und ein Integral erster Gattung unterscheiden kann. 
Das Integral 

f ' S(sx f Zi] s,z)dz 

Soj Z 

wird im Puncte s h z { und in den drei unendlich fernen Puncte logarithmisch unendlich. 
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(Z — Zj)*«^ 

*l»*0 



wird in den beiden übereinander liegenden Puncten r$ {} z { und r 2 s l} z x logarithmisch unendlich, nnd ist 
eines der einfachsten Integrale dritter Gattung, obgleich es 2n + 2 willkürliche Constante, die Coefficienten 
von F und $ enthält. Ist Z\ «= oc «o geht dies Integral über in das andere 

i ^-^' & oder iny -*_ _^ dz 

worin /k eine ganze Zahl ist. Um wieder 2w + 2 oder ausser einer additiven 2n + 1 willkürliche Constante zu 
erhalten, braucht man nur ein Integral erster Gattung hinzuzufügen, wodurch der Charakter der Integrale 
dritter Gattung nicht geändert wird. 

Einige dreiwerthige algebraische Functionen. 

§ 42. Unter den in T mehrwerthigen in T einwerthigen algebraischen Functionen zeichnen sich 
besonders diejenigen aus, die sich zu beiden Seiten der Querschnitte nur um Factoren unterscheiden, die 
Wurzeln der Einheit sind. Gewisse ganze Potenzen solcher Functionen sind in T einwerthig. Zur Con- 
struktion solcher Functionen ist im Allgemeinen die Auflösung complicirter algebraischer Gleichungen erforder- 
lich, welcher Umstand es gerade ist, der in die allgemeine Theorie der Abel'schen Functionen Schwierigkeiten 
bringt Für unsere specielle Fläche aber bietet sich eine Klasse von einfachen Functionen dar, deren dritte 
Potenzen in T einwerthig sind, und die die Lösung des Umkehrproblems möglich machen. Nämlich Functio- 
nen von der Form 



fr— * i) fr — * 2 ) • • • fr — *» ) 
fr — x\) fr — O . . . (z — x'jj' 

worin x x x 2 . . . x m x\ . . . x m , Verzweigungspuncte k und I sind, die auch unter einander gleich sein können. 
Die Zahlen m und m' aber müssen entweder einander gleich sein, oder sich nur um ganze Multipla von 3 unter- 
scheiden. Da das Charakteristische dieser Functionen nicht gestört wird, wenn man eine in T einwerthige 
Function als Factor hinzufügt, so kann der letzte Fall als speci eller des ersten angesehen werden, den man 
bei gleichen m und m' erhält, wenn man entweder im Zähler oder im Nenner drei oder sechs u. s. w. Fac- 
toren auf gleiche Verzweigungspuncte fallen läest. Wir betrachten zuerst die Function 

l?fr — *„):(* — tj = [fy, IJ, /*<» + !. 

In der Nähe der beiden Verzweigungspuncte k^ und f^ und längs der zugehörigen Durchsetzungslinie 
verhält sich die Function wie s. Ich meine, sie unterscheidet sich im zweiten und dritten Blatt von ihrem 
Werthe im eisten Blatte bez. durch die Factoren r und r 2 . Führt man aber den Punct s f z über irgend 
eine andere Durchsetzungslinie k^ l^ hinweg in ein anderes Blatt, so bleibt die Function nngeändet, weil 
sie sich in keinem andern Verzweigungspuncte ausser k^ und f^ verzweigt. Führt man z. B. den Punct 
s 9 z längs dp von der negativen Seite von b^ auf die positive, so wird dabei der Punct t^ in positiver 
Richtung umkreist, und die Function hat also den Factor r 2 gewonnen. Demnach unterscheidet sich [k fl , t^] 
auf dem positiven Ufer von b^ durch den Factor t 2 von ihrem Werthe auf dem negativen, so dass sie dort 
T 2 [Ap, f^J ist, wenn sie [k^ f^] auf dem. negativen Ufer war. In gleicher Weiße findet man, dass sie bei b^ 
auf dem positiven Ufer ebenfalls ? 2 [£^, l^] ist, wenn sie gleich [k^ n f^] auf dem negativen war. Zu beiden 
Seiten aller übrigen Querschnitte hat die Function gleiche Werthe. 
Die Function 

l/fr— y-fr— V — [tp, *^J, p<*+ i, 
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die reciproke der vorigen, gewinnt beim Uebergang über b„ den Factor t, bei b^ ebenfalls, und ist sonst allent- 
halben stetig. Dies folgt aus der Gleichung 

[*„, y • Vm> *«] = *• 

Eine besondere Betrachtung machen die Functionen [£»+i, {»+1] und [f n -fi, #n+i] nöthig, weil um die 
Durchsetzungslinie A; Ä +i f»+i kein Querschnitt gezogen ist. Da aber 

[>» +1 , f*+i] = s . [f,, /ft] . [f 2 , * 2 J . . . [f„, *„] 

[f a+1 , Ar n+1 ] = d . \k { , li] . [k 2 , f 2 ] . . . [Ar., f„] 
ist, so sieht man sofort ein, dass die erste Functien den Factor r gewinnt, wenn man (s } z) über einen der Schnitte 
b\ 9 b 2 . . . b H oder b u b 2 . . . &„ vom negativen zum positiven Ufer führt, und sonst stetig bleibt, die zweite 
aber beim Ueberschreiten der Querschnitte b { . . . /v 2 . . . b n den Factor t 2 gewinnt, und sonst stetig bleibt. 

§ 43. Weiter betrachten wir "die Function 



Vi* — V : (* — k (iAr\) = f^> *>+ll> P < H ' 

Wenn man von der positiven Seite von a„ zwischen f^ und £^+1 hindurch den Fun et s, z um k^ und l^ 
gleichzeitig positiv herumführt, etwa längs ftj, so dass man immer im ersten Blatte bleibt, so gewinnt die 
Function [f^, #^.f 1] den Factor r. Dabei ist man aufs negative Ufer von a^ gelangt, bo dass die Function auf 
dem positiven Ufer von a^ von ihrem Werthe auf dem negativen sich durch den Factor r 2 unterscheidet 
Führt man s, z längs ^+1 vom negativen Ufer von c^+i auf das positive, so geht man um k^+x negativ 
herum und die Function gewinnt daher den Factor r. Eine ähnliche Betrachtung lehrt, dass der Werth 
derselben Function auf dem positiven Ufer von a^ r[f^, £^+1] * B *> wenn er au ^ dem negativen [f^, ^+1] 
war, auf dem positiven Ufer von äp+x aber ^[f^, Är^+t] wenn er auf dem negativen [f^, ^+1] war« 
An allen übrigen Querschnitten ist die Function stetig. 

Die Function [t n , A„+i] gewinnt beim Ueberstreichen des Querschnittes a H den Factor r 2 bei ö» den 
Factor r und ist sonst stetig. Die Function [{»+1, k { ] gewinnt beim Ueberschreiten des Querschnittes 04 den 

3 _____ 

Factor x bei ä t den Factor r 2 . Die Periodicität der Functionen [kp+i, 1^1 = V( z — k fi+\) : i* — '^) 
ergiebt sich aus der Gleichung [k^+i, f^] . [f^, ^4-1] = 1. 

§ 44. Aus den bisher betrachteten speciellen dreiwerthigen Functionen, lassen sich durch Multipii- 

cation alle Functionen von der oben erwähnten Form 

3 

\/(z — xj) (2 — x 2 ) . . . (z — x m ) : (z — x\) (z — x 2 ) . . . (z — x m , 

zusammensetzen. Z. B. wenn v > (i ist 



Vi*— k fi) : (* — '*) = W)«i U = [*,«, tp] [tf„ k M +\] [Ä> + i, tp+x] . . . [t v , k v ], 

3 _______________________ 

Vi* — Ipt) : i*—K) = $/*> k v\ = ^ k p+\\ [A^+i, f^+il [tp+1, ^+il . . . [!„_i, *„]. 
Ist i> < (i so führt man diesen Fall dadurch auf einen früheren zurück, dass man den reeiproken Werth 
untersucht. 

Die Periodicität der Function 

Vi*— k ti) : i*— V> = i k p> VJ = [fy > W Pft V^ 

ergiebt sich aus der Periodicität der Factoren des letzten Produktes. Aehnlich die der Function 

tfti> VI °= [l A" *^ [/r <» V>' 
Ferner ist 



Jiz — kJ (z-k^) (z-AyO = [A:^, y . [Ay, ! p ] [Ay, y . iz — l Q ). 
Aus diesen Beispielen erkennt man ohne Weiteres die Richtigkeit des oben ausgesprochenen Satzes. 

§ 45. Man kann so in V einwerthige Functionen herstellen, die sich an den beiden Seiten der 
Querschnitte «.,&_, «2, # 2 ? • • • #n> &« um beliebige gegebene Factoren l,jr, r 2 unterscheiden. Diese Functionen 
unterscheiden sich dann zu beiden Seiten der Querschnitte b X} b^ . . . & n um dieselben Factoren, als an den 
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entsprechenden b u b ty . . . b ny zu beiden Seiten der Querschnitte ä { , 5*, . . . a n aber immer um die reciproken 
als an den entsprechenden <*i, 02,... a*. 

Da dieJFunctionen [k^, f^] und [!^, /r^] an dem Schnitt ^ den Factor r bes. r 2 haben, und den 
reciproken bei b^ sonst stetig sind, so kann man offenbar aus Produkten solcher Functionen jedwede 
Functionen herstellen, die an den Schnitten b k & 2 • • • b» vorgegebene Factoren t, t 2 haben, an den Schnitten 
b X) ftj, . . . b n bez. eben dieselben, und sonst stetig sind. Construirt man noch Functionen, die bei a^ 
ebenfalls wie man will den Factor r oder r 2 haben, bei ä^ den reciproken, und sonst stetig sind, so kann 
man offenbar jedwede Function durch ein Produkt darstellen, die bei a und b beliebig gegebene Factoren 
r oder t 2 haben, an den entsprechen a die reciproken, den entsprechenden b die gleichen, und sonst stetig sind. 

Solche Functionen sind aber 

[!», ATä+iI, [!», /Tn+i] . [H-i, k n ], 
[In, kn+l] . [fci-1, k n ] . [tn~4, *„_il , 

[f», Afn+i] . [fn-i, A*„] . [f„_ 2 , Ar«-i] . [t»-3, A-„_ 2 ], 

welche Beziehungsweise an den Schnitten ö», o»_i, a n _ 2 , den Factor r 2 bei 5«, 5 n __i, ä„_ 2 den Factor r 

haben und sonst stetig sind. Die reciproken dieser Functionen haben bei a N , On-i . . . bez. den Factor r 

bei ä», ä„_i . . . den Factor t 2 . Damit ist die Richtigkeit unserer Behauptung erwiesen. 

Die Construktion ähnlicher Functionen, die sich zu beiden Seiten der Querschnitte ö, 6, a, b um 
beliebig aus r, r 2 gegebene Factoren unterscheiden, würde die Auflösung höherer algebraischer Gleichungen 
erfordern. 

§ 46. Einige allgemeinere dreiwerthige Functionen« Die bisher betrachteten in T drei- 
werthigen Functionen, deren dritte Potenzen einwerthig sind, wurden nur in Verzweigungspuncten Null und 
Unendlich. Man kann aber mit Hilfe derselben leicht Functionen construiren, welche an den Schnitten o, b y 
beliebige Factoren r, r 2 haben, an den entsprechenden a die reciproken, b die gleichen, und welche in p 
beliebig vorgegebenen Puncten der Fläche T unendlich werden. Wenn die Periodicität dieser Function die 
der Function [k^ t v ] ist, so ist eine solche Function 

\/ z ~ k v . **— V. . . z y — k ji q, . . 4 ,i n 

V z ~t v z { —t v z p — l v ' 9(i > z > Sl ' Zl ' ' " ' *P' Z P> VI« 

wenn <P die im § 8 definirte Function bedeutet. Diese Function enthält ausser einem willkürlichen Factor 
keine Constante, wenn nicht drei von dem Puncte S\, z { \ . . . s pj z p in T übereinander liegen-, in welchem 
Falle die Function noch eine Constante enthalten wird. Oder überhaupt, es enthält die Function dann noch 
eine oder mehrere willkürliche Constante, wenn die Lage der Puncte s i7 z u . . . s pj z pj k^ eine solche ist, 
dass es eine einwerthige Function giebt, die in p oder weniger von diesen Puncten unendlich gross erster 
Ordnung wird. Die Function 4* ist dann der Quotient zweier <p- Functionen, und es findet dies nur für 
besondere Lagen der s VJ z v statt 

Im Theil II wird sich zeigen, dass diese Function eine ganz ähnliche Function von s u z { ; ^,z 2 ; ...s p} z p 
als von s, z ist, was man so nicht leicht erkennt. Wenn die Puncte s u $ 2 ; . . . s p} z p \ paarweise in 

der Fläche T übereinander liegen, so kann eine Function mit der Periodicität von ]/(z — x) : (z — x') durch 
die in § 12 definirte Function ?P hergestellt werden, nämlich die Function 

\I(Z X' Zi X 4 Z n X 4 ^ m/ , , , 

V \Z — X Z { X Z n X) 

von weicher man sogleich die Symmetrie in Bezug auf die 2, z [} z 2 . . . z p erkennt. 

Der Fall n — 1. 
§ 47. Der einfachste Fall ist der, in welchem n = 1, p = 2 ist. Dann kann man auch leicht 
diejenigen Functionen herstellen, deren Quadrate in T einwerthig sind, die eigentlichen Abel'schen Func- 
tionen im engern Sinne. Die Functionen g> sind dann in der Form C(s — s^) enthalten, man hat also 
bios zu untersuchen, für welche Werthe von s { diese Gleichung doppelte Wurzeln hat. Die Gleichungen 

Thoinae, Abel'sohe Functionen. 4 
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s — s x = 0, s = *,, (z — k x )(z — k 2 ) : (z — f,) (z — f 2 ) = (2, — * t ) (z, — /r 2 ) : fo — I,) (z { — la) 
(*—*!) . (*—*,) . (*,— fi) . (*!—*,)- (*—!,).(*— « . (*i— *i) • (*—**) — 
sind natürlich für z = z x erfüllt. Damit sie aber eine doppelte Wurzel haben, muss auch der Differential- 
quotient 

(2z— *,—*,) (z x —l x ) (z j -f 2 )-(2z-f l -!,) («,— *,) (z X -k 2 ) 
für z = Zj verschwinden, was eine Gleichung vom zweiten Grade giebt, weil die höchste Potenz sich fort- 
hebt, und für z x = *v, * — r^ nicht unendlich klein zweiter Ordnung wird. Ordnet man nach Potenzen 
von z t , so erhält man 

«!(*i+*»+fi+d) + fc.(li l»-*i « + *i *iftH)-li WH« = 0. 

Den beiden Wurzeln dieser Gleichung entsprechen je drei verschiedene Werthe von s u so dass es also 
sechs Functonen gr giebt, die in einem Punct unendlich klein zweiter Ordnung werden, und deren Quotienten 
Abelsche Functionen im engern Sinne sind. 

Nimmt man s als unabhängige Veränderliche so ist die Irrationalität z durch die Gleichung 
*i(l_ *3)_ zifa+M — iti+UW + kih — tiU'* = 
bestimmt, und ist zweiwerthig. Diese Function ist demnach wie eine zweiwerthige, über der s- Ebene aus- 
gebreitete Riemann'sche Fläche verzweigt, die schon anderweitig behandelt ist 

Die dreiwerthigen Functionen die in zwei Verzweigungspuncten unendlich gross und klein erster 
Ordnung werden oder in einem zweiter Ordnung sind durch die vier folgenden darstellbar 

\/m' i/PS"* i/(i^)' i^r- 

Da hier nur ein Schnitt a und ein Schnitt b vorhanden ist, so können die Factoren 1, t, x 1 auf 
acht verschiedene Arten gewählt werden, weil die neunte Combination (der Factor 1 bei a und bei b) auf 
einwerthige Functionen führt. Die acht dreiwerthigen Functionen sind die vier eben aufgestellten, und ihre 
reciproken. 

Die Periodicitätsmoduln der überall endlichen Integrale sind in diesem Falle folgende 

bei b 7 bei b\ bei b 7 bei b> 

ist der von u = a, = — \a\ ist der von u = — ia, = a, 
wie die Gleichungen des § 26 ergeben. In Folge eines allgemeinen von Roch (Schlömilich's Zeitschrift Jahr- 
gang 111 pag. 463 1866) gegebenen Satzes kann man die Integrale mit der Irrationalität s auf elliptische 
Integrale mittels Transformation zurückführen. 

Die Reduktion geschieht nach bekannten Methoden. Es ist nämlich 



/ ' (A+Bs)dz _ P (A+Bs)ds 
(z — f , ) (z — f 2 ) ** J |/(75"— jj) (s*—sl) 



wenn s i9 s 2 diejenigen Werthe von s sind, in denen eine Function <p unendlich klein zweiter Ordnung wird^ 
Setzt man nun 



s 



+ ^ = 2ö , _* - o+i/üTZi, £La._ ö _i/*=i, s J+fl = 



= 00, 



|/#, s 2 * ' |/*, s, s \/s\ s\ 

' __ ___ d 1 
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da \ 



J ]/* — $*.* — *\ J \/*\s\\/*0*—*0 — <D Wö-\ ]/ö + \J 

/(A+B]/7Th o) \/ S± ^ da MA+B]/iZ*%a) |/^ <•<* 
l/*fjrf|/ä+ll/8ö*— Co— r,/ l/*R|/* 



/8 ö 3_6(j_ö>j/<j— 1 



/2^1/8<j3 — 6ö — <d J ^2^l/Sö 3 — 6ö — cü 

y # (A — B) do /* (A+B)do 
l/E~ü l/ö+l l/So 3 — (Ja — (o J l/2^T 2 1 /ö — 1 l/So-3— 



was ein Aggregat von elliptischen Integralen ist. 

§ 48. Die Abel'schen Integrale genügen stets gewissen „completen" Differentialgleichungen, und 
ihre Periodicitätsmoduln „reducirten" Differentialgleichungen. Es soll hier nur eine solche Gleichung fttr 
den Fall n — 1, wenn das Integral von der ersten Gattung ist, hergeleitet werden. Ist 

w _ fdz_ _ C dz 

J s -% J ^z—ky . z—k % . (z — 10* (z— ©ä 



so ist 



w, 



dtv d' 2 rv 

} dk v > ¥k, 

dA d\A 

' dki 9 (Ph 

dB_ <PB 

f dk { ' <Pk x 

eine einwerthige Function in T, die nur für z = k t und zwar in der vierten Ordnung unendlich wird. 
Da diese Function in den Puncten k 2 , t l} t 2 verschwindet, so ist sie gleich 

£.d.z — k 2 : z — k { = %(*, z) 
und 

dz ~ C \ z - kl yi+ C ^^T l s ^ 



Setzen wir nun 



dV 


d 4 ^ 
dk\ 


di? 


<PB 


dA,' 


dk\ 



= Ca 
= C.L, 



(z-A,)' +3 *— *i 



1JF 



dk]' A 

<PB 

dii' B 



= CM, 



4 


d4 


*, 


dJ? 

d/t, 



C.-ÄT 



so erhalten wir die Differentialgleichung 

dttv 



woraus durch Differentiation nach z und Multiplication mit 9(2 — k^sty erhalten wird 
4£+3üf(z— *i)+9A(z— *!)* = 9(A,— *i)$+3($'JP — /*$). 
Für z = /f! ergiebt sich 

AL = — 9Ä / (* 1 ) — 3/^(*!)^(*,) — — \2R'(k { ). 
Durch Differentiation erhält man weiter 

ZM+\%N{z—k{) — 9(* 2 — ktW+Sffl'P— P "W 
und für z = k\ 

ZM= 9(*,— *!>/>'(*,) — d^CA-O — 18(*,— *,) (2* t — 1,-y — 6(^ — 10 (/ti— ! 2 ) 

4 # 
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Differenteirt man nochmals so folgt 

ISA = 18 . (k t — k i )+$($"P'— P"W) — 18(*j— *,) + 6(f,+fj— *,—*,). 
Also ißt die Differentialgleichung zu schreiben 

3(*,-*,) (t, — *i> (!,-*,) — + [6(* 1 -* 1 ) (2*. — l x — 1 2 ) — 2(Ar, — fj (*,-f,)]^ 

+[(*»-*,) + *(?!+!,-*»—*,)]» = «(*-*,): (z-*,). 
Setit man rechte Null statt der Function, so genügen • dieser Gleichung die Periodicitatsmoduln A nnd B. 





*-** — — ... _ * 

* -»— 



S*=r" 
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IL 

Darstellung AbePsehep Functionen und Integrale durch Theta-Fnnctionen. 



Bezeichnung nnd Periodicitit der Theta-Fnnctionen« 

§ 1. Die allgemeinen ^-Functionen werden durch die Gleichung deänirt 

p p p 



&(*>\, v* • • • t;,) 



* \p J}S^vv' fn v n h t ^2^v m Vy 



©'" 



woik» lieh die äauserm Summen auf die Grössen m% 9 m^ } . . . m P9 welche alle ganze» Zahle» von — oo bis 
+ oc zu durchlaufen haben, beziehen, die im Exponenten aber auf die Indices v, v* welche alle ganzzahligen 
Werthe von 1 bis p anzunehmen haben. Es soll auch in diesem Theile der Buchstabe v oder P* etc. als 
Summationsbuchstabe gelten wo nichts besonderes bemerkt ist — Hier werden wir nun 

V»\\ = V if V»+2 = t>2, • • • V p = Vn 9 nim+i = tty , Wi»+2 = «2, . . . fltj = ttl* 

und p = n __ _ 

sestzen, woraus mit Einfuhrung einer Abkürzung fliesst 

p p 

fyyl (lll, Hl) = ^^ ^^ öyy' IW V »»y/ = 
1 1 

ii n 

^^ ^^ (Oyy* «ly IRp' + üyyl Tffy XXÜy* + Oj^,' Uly »V + ^' ^ly VXy*) = 
1 1 

I» II 

^^ ^^ ^W {™V m v' **V **V ~f" Wy 1*V) • 

1 1 

Ferner wollen wir hier die ^-Functionen im Allgemeinen kurz so bezeichnen, dass 



- mm 



*("a;»a) - LZ* LZ* * 



7 \*+l " 

OD 



ist, so dass also der Buchstabe A wie schon im ersten Theile in dieser Verbindung ein System andeutet, indem 

{V X \ DJ Statt fa, V 2 , . . . V n , t> t , t) 2 , . . . t>») 

geschrieben wird. Wenn es ohne die Deutlichkeit zu beeinträchtigen angeht, soll noch kürzer (v x \ . ) für 
( V X\ *x) geschrieben werden. 

Lässt man die Grössen «n a^ % . . . o«, in ihren reellen Theilen negativ unendlich werden, während 
für ungleiche //, p 4 die Grössen fy^' und d^ und ebenso die Grössen t^; Di endlich bleiben, so nähert 
sich *(^; **) dem Werthe Eins. 

§ 2. Bedient man sich ferner der Bezeichnung 



Digitized by 



Google 



30 

Ji x ,h*...h P( v \ — (V V P i i i 

*g»gt.>>gpW> Vl > - - - v p) — \^*m * 

* i -2? 2^ V a VV ß+ i vä v y r itt +2? v v h v 

= #(. . ., v (A +\^a liV +ig fA m i . . ,)e l 1 l * 

i 

so werden wir hier zu schreiben haben ' 

- (2*) [2+) e 

\ qc / >■ OD ' 

n n 

= *(»A+* ü (*i-«Ar+^«Ar) +*^A«>; »A + iüCM^+Mi!') f ig* **)**> 
1 1 

n n 

1 1 

Ist irgend ein h oder Ij ungerade, so verschwindet &£] gJ( v Ai *a) bei dem am Ende des vorigen 

Paragraphen besprochenen Grenzübergangs Die Grösse 2(h v g v +\) v Q v ) heisst die Charakteristik der ^-Function, 

i 
immer vorausgesetzt, dass die h, \), g, g ganze Zahlen sind. 

Eine #- Function mit ungerader Charakteristik verschwindet mit den Argumenten. Ferner besteht 
(in Kiemanns Ausdrucksweise) wenn die Charakteristik ungerade ist, nach dem System gleichzeitiger Perio- 
dicitätsmoduln o, a, o, a die Congruenz (R. pag. 148) 

n n p— 1 p—l 

(i^{h v a Xv +\) v a Xv ) +ig k ix) i^{h v a kv +i) v a Xv ) + iQ X iJt)= C^u x (s Vf z v )\ ^£u x (s v , z v )) 
i i ii 

wenn s i9 z x \ s 2} z i} . . . fy_i, Zp—\ p — l Puncte der Fläche T sind, in denen eine Function <p unendlich 
klein zweiter Ordnung wird. 

Ist (Ä A ; \) x ) = (*i; & (mod. 2), (g x ; 8jL ) - (^; % x ) (mod. 2) 

so ist 

§ 3. Die #- Functionen genügen partiellen Differentialgleichungen. Es ist nämlich 

wenn beim Differenziren a w< < von fly^ anabhängig gedacht wird. Führen wir die Bezeichnung des § 2 ein, 
so folgt mit Weglassang der Argumente 

8^ 8ty da^ ' 8^ 8ty g a ^, 

8 ^A 5 0A ™*9X ; ÖA 8 *<7A 5 ÖA 8 ^A 5 8A 



Setzen wir nun 



8v ß 8ty Ba^ Ö V 8 ^ 8 Vr" 

«V* = *Vc + *E/« : 1 — x \ Vf* = ™ f i+lfi : 1 — t 2 
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und betrachten die x und £ als un-abhffngige Veränderliche, nnd nehmen wir ferner an, dass die a, a y a,'a von 
den Grössen x^ so abhängen, wie es in I. § 25 statuirt ist, so dass also 

ist, und nehmen wir die o,- / beim Differenzen als von einander unabhängige Grössen an, so leiten wir aus 
deu aufgestellten Differentialgleichungen leicht neue mit den Veränderlichen x^, r^, x^ ab. Zur Abkürzung 

werde hierbei H für tr^ . ^ (t^; Vj) geschrieben. Dann ist 

dx Wi . \da Nl . fa^J **w W/i^ äcy/ te~. 



also 



8*w«« <V' Sa^- 8a.„> Ba^ ßa^- *V/< »V/« 8 V' 

8*tf , V-H , , 8 J # , 8 2 # 

+ 5Z 3. + T 5 ST - + T ; 



fyfcy do^diy dt^fty 8^ 8iy 



ton V&y T top') top Vcty + r dv fl .) 



=<-< 



woraus endlich fliesst 

S 2 // 2r 87/ 



BxpBtf \—T' 2 Sx flu / 

Drückt man die a, a, a, a durch die ic^ aus, so erhält man in ähnlicher Weise 

3 2 // _ 2t Sil 

dx u 6iy ~ 1 — r* ar //V/ " 

§ 4. Periodicität. Vermehrt man in der Function ^(^; X)^) irgend ein Argument v oder U um 
/jt, so bleibt dieselbe ungeändert, sie hat die Periode i.t. Vermehrt man aber die Argumente um ein System 
gleichzeitiger Periodicitätsmoduln a, a 9 a, a, so notiren wir die Gleichungen : 

= # (r; • » ) <f~ 2m "<" ~ 2m "•" " a W ( """ — '" m+mm) . 
. Sind m und tn einander entgegengesetzt gleich, so hat man noch 

§ 5. Transformation« Bekanntlich besteht die Gleichung 



, 2 « (»/* — »/«)— 3ww « u// 



Jithi. . . h P . ?r;r 



1 p /> 

v v 



-,. -£> «V V W ' 



(»i, *>*, . . . v P ) ( a) = t .e " 1 1 .0j;£ ; ; ;g (»;, »;, . . . ^ 



gigi.-gp Vl/l > ^ • • • ^/w — c • ° . •'/j, ä 2 . . . ä p i"u ^2? • • • v (ö > • j/ jT«) > 
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wenn* die angehängten Grössen (a), (b) die Moduln der Theta-Functionen a u , a 12 , . . . o w bez. Jj t , J 12 , . . .b, p 
bezeichnen und A{a) die Determinante ans den pp Elementen a iit a l2 , . . . a pp ist, und wenn ferner 



,<HgJ(q) 



*«■' = ** -rfo^ 



"mv* 



, v^ = iji2v Y 



6a Vfl 






jr i 



und £ eine numerische Constante ist 



Hier sollen nun Ar die a die Grössen a, a, Q, a eingeführt werden, und es soll v 7 fi = n, 6 V Ä ^ 



*V> b v+n,fi = °v^j VMt,p+n ~ ^ gesetzt werden. Für A{a) mag 



geschrieben und diese 



(«), (o) 
(o), (e) 

Schreibweise auf ähnliche Determinante von pp Elementen übertragen werden. Aus dem Multiplications- 

theorem der Determinanten folgt sofort die Beziehung 



(«), (a) 



{x), (x) 
(Ö, (Ö 



(l-T*) 



Läset man sodann die Gleichungen statthaben #„„- = t^x^-, J.^* = t 2 £ w/ <, so findet man leicht 



(*), (o) 
fc), (Ö 



(x), (rtc) 
(*%), (S) 



= I (£), (0) _ 1 = (1-T)».|*|.|S| 
|(t«S), (0-t)s)| 



und also 



(«), («0 
(a), (a) 



= l*|.|Xl(xiZ^)'-r*l-IXl(-r)- 



Wir bedürfen hier und auch noch später einfacherer Formen für die Ausdrücke 



6x 



W 



{x) r (x) 
(E), (Ö 



6x 



flfX' 



(S), (E) 



^ 



w 



(x), (x) 
(Ö, fc) 



6 



* 



W 



(x) } (£) 

(E), ft) 



in denen erst nach Ausführung der formalen Differentiation die Beziehungen x = rar, E = «£ einge- 
führt werden. Der erste dieser Ausdrücke ist die Determinante 



x u 
x 1Y 



t * T I2 
y #22 



X fX— J,l> 





vfM» 



x nl 



x n.1 



X iH'—\ 9 °> ^i/l'+l 

1,0 

^+1,^—11 > #/W+ 1,^+1 

x n^'— 1 > ö > #np'4-l 



Sil 


> Jl2 • • 


• hfi'—x 


* *? Eljtt'+l 


lfl\ 


> %fi2 • • 


• W-i 


> °> Kjup'+l 


Eni 


> E n 2 • • 


• En/*' — l 


> °> En/i'-f 1 



ir ln > Ä iii #12 

#2n > #21 > #22 



. 



x nn 9 x n\ 
Ein > Ell 

ifiny Zfili E//2 

Enn> Eni; En2 



flu 
x 2n 

x (i—\ 9 n 


X H— 1,n 

Xftn 
Ein 

£/«» 

■ Enn 



Multiplicirt man hierin die lte, 2te, . . . p' — \te } p'+lte^ . , , w te Vertikalreihe mit je t 2 und subtrahirt sie 
von den entsprechenden letzten Vertikalreihen, nämlich der n+l ten , n-f-2ten ? . . . n+^' — Iten^ n+^'+l* 611 . . • 
2nten und zieht den Factor (1 — r), n — 1 mal heraus, so erhält man hierfür die Determinante 
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(1— r)» 



z u 



X[2 



a V'— i > °> *V+i 



x \n y ° > ® • • • r2a? lju' > ® 



■*V« — 11t a >— 12 • • • x fi— 1,,«'- 
0, U, . . . 0, 


«1, 0, x %u —\, t u 
1, 0, 


'-|. ... x u — 

... 0, 

+ 1 • • •*>! + 


lM , , ü 

0,0 . . 
,„, 0,0 . . 




-IM', ° • • • ° 
0. . .0 

-Xfi'y ... 


x ni y x n2 • • • x n t u' — 1 
Ell y El2 • • • El,«'— l 


, 0, # Ma '+i 


. . . x nn 

• • • Ei« 


,.0_ f .. 

y Ell j El2 • • 


• T " x n l u l 

• El,«' 


, 0. . .0 
7 • • • Ei» 


Eni 7 Em 2 • • • S^«/«* — l 


> °> Eaw'+I 


• • " E/4» 


y E^l? E«2 • • 


• E W' 


y • • • E/im 



Ewi 



E«2 



Enii'— t ? °> Kita'+l 



• Ehm , E«i> En2 



Infi* 



Enn 



Um diese Determinante auszuweichen kann man sie als eine Summe von Produkten aus Partiai- 
determinanten von nn Elementen darstellen , deren n Horizontalreihen immer aus den ersten bez. letzten n 
Horizontalreihen unserer Determinante zu nehmen sind. Man sieht sofort, dass jede Partialdeterminante, die 
einen von Null verschiedenen Werth haben soll, wenn sie aus den n ersten Horizontalreihen gebildet wird, 
nothwendig die fi'te Vertikalreihe enthalten muss. Besteht sie nun nicht aus den ersten n Vertikalreihen, 
sondern tritt für die ^te Vertikalreihe die n+^'te, die einzige nicht blos aus Nullen bestehende Vertikalreihe, 
ein, wobei Q immer ^ p' ist, so besteht ihr Coefficient in der Produktensumme aus der pten Vertikalreihe 
und aus der n+lten ? w+2ten, . . . w +^'_ lten, ^-j-^'+iten^ . . . 2n*»n Vertikalreihe der letzten n Horizontal- 
reihen und dieser Coefficient ist Null, weil in dieser Determinante sich die aus der pten und der n+pten Ver- 
tikalreihe gebildeten Reihen in allen entsprechenden Tennen nur durch einen und denselben Factor unter- 
scheiden. Demnach bleibt nur das Produkt der beiden Unterdeterminanten aus den n ersten Vertikal- und 
Horizontalreihen in die aus den n letzten Vertikal- und Horizontalreihen übrig, und es ist: 



6x t 



W* 



(E), (E) 



-(i-t)-MeI S 



dx t 



W 



Vertauscht man die //' te Vertikalreihe mit der n+/*'te n wodurch ein Zeichenwechsel bewirkt wird 
so folgt weiter 



dx. 



'Pf* 



(*), (*) 
(E), (E) 



= -(!-*> 



n— 1 x 2 



iE 



<n*i 



6x, 



fXfl 1 



Eine ganz gleiche Rechnung ergiebt sodann 



(x), (*) 
(S), <Ö 



Öl/iß' 
JL\(x), (£) 

<WI (e), fc) 

Hieraus zieht man die Gleichungen 



— (i— t)— 1 



(1 — T)' 



,»-1 -2 



«ilUi-, 
xitliL 






i t- 



rfig 



faft'p 



(«), (a) 
(a), (a) 



*V* I.öe), (E) 



b/xß- 



Vl< I (E), (Ö 



— _L d 'g I * 



1 X ÖX^n 



+ 



1 «»lg I I I 



_£lg 



(«), (£) 
(a), (o) 



1 — T 
— rdlg 



tefi'ft 



_ — T^ (Mg | 3" | 

1 — t <fay^ 



(*), (£)| + iil.|(*), (£)| 
(E), (E) I Vm I (E), (E) I 

** <Hg | g | 



1— T 



<V/ 



Thonue, Abel'sche Functionen. 
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1 


*w 




1 


V 





(a), («) 


ölg 


(x), (x) 


* d J« 


(X), (.T) 


(o), (a) 


dxp.p 


ft), ft) 


«Vp 


ft), ft) 



«» <Hg|*| 



rffels 



1— t day^ 



1— T 



(«), («) 
(a), (o) 

_1 
1- 









<V 



(*), (£) 
ft), ft) 






<V/< 



(X), (£) 
ft), ft) 



_ 6\g\x\ { 1 £jg 1 £ | 
r ÖXyiu 1 — t 



V* 



Vergleicht mag diese Grössen mit denen, welche sich in gleicher Bezeichnung ans dem- Paragraph 
35 des Theiles L pag. 19 ergeben, so findet man eine vollständige Uebereinstimmung, und schliesst daraus, 
dasa die eben ausgeführte Transfornation au der Vertauachung der Querschnitte a und b in engster Be- 
ziehung steht 

§ 6. Der Fall n=l. Für den Fall ?z=\ iässt sich die ^-Function, die awei Argumente enthält* 
durch ^-Functionen mit einem Argumente > wie sifc die Gleichung definirt 

er 



MBdrfiokea. Dabei können die Indices entbehrt werden. Es ist nämlich 

• mm+ mm)a+ 2mv+ 3mt> 



\ CA' 



= {^Y e \a(m+my+$a(m—m)*+(m+m)v + (m--m)(v—*) 






N — an' 



Ä *(2m) 2 a-H(2m)*a+2m(t>-fö)+2m(t>-») 



©'- 



(2»+l)*+^«(2m+i) 4 -f(2wi + l)(t;+öH(2m+l)(r-t>) 



= #(t>+D, a) . &{v— t), 3a) + e a+2ü . *(i;+»+ia, a) . #(t> — t)+fa, 3a) 
= #(t>+0, ö) • *(* — v, 3a) + <? 3ä + 2 * . &( V .+v+la, a) . #(t> — v+ia, 3a). 

Darstellung algebraischer Functionen durch Theta- Functionen. 
§ 7. Vorbemerkung. Wir haben Theil I. § 29 und 30 gesehen dass die Grössen N und 3t in 
der Form enthalten sind 

n n 

(*\i W x ) = (2{c v a kv +c v a Xv )+d k bt] 2(c v a Xv +c v afo)+b k iJT) 
i i 

worin ctdb ganze Zahlen sind. Es kann nun allerdings erst bei der Bestimmung von #(0, ... 0) durch 

die Moduln k, t gezeigt werden, dass die Zahlen c und C und ebenso die Zahlen d und b sämmtlich Null 

sind. Wir werden uns jedoch manche Weitläufigkeiten ersparen, wenn wir diese Resultate vorauf nehmen, 

n 

was meist geschehen soll. Dass die Charakteristik 2c v d v +c v b v gerade ist, müssen wir und werden wir 

i 

schon früher im § 14 nachweisen, dass wir uns aber hierbei keiner Zirkelschlüsse schuldig machen, davon 
wird der aufmerksame Leser selbst sich leicht überzeugen. 

§ 8. Am einfachsten drücken sich die Functionen [*, *'] der §§ 42 und 43 des Theiles I durch 
tiberall endliche Integrale mittels ^-Functionen aus. Es werde zunächst [k^, f^] dargestellt. Dabei sei zur 
Abkürzung 
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MM'» MV) — (M*«) — Sv ki*v, *r)i "a(*/J~ 2u *(**i 2 v)), 



i r i 



Dann ergiebt sich leicht die Richtigkeit der Gleichnng 

H»x<t ß ); »iM ~ C( "' V ' ^ *.-*„ ' *,- «„ " ' **-!/ 

worin £(Xr^ 7 f^) eine Grösse bedeutet, die von den jp Veränderlichen z lf z 2 . . . 2p unabhängig ist 

Es bestehen nämlich, wenn Q^p und p, //<n+l ist, wie aus den Tabellen auf Seite 14 und 

Seite 15 ersehen wird, die Gleichungen 

^(*/i) = V,i)> W = MV> «VW = ^(f 4 u) — U*, ^(A a ) = ü w (fj — i/jr, 

für /i = ?i+l aber die Gleichaigen 

^(*«-h) -* *><>(f»+i) + *'*> *V(*»H-i) = ^(WO + i^- 
Als Function von * v , 2 y verschwindet aber der &- Quotient (K. pag. 148) im Puncte k^ in der ersten 

Ordnung und wird im Puncte t fl unendlich gross erster Ordnung, verhält sieh also in diesen Puncten wie 

die Function \/(z r — k u ) : (z v — f^), weil in einem Yerzweigungspuncte x die Differenz z y — x für z v = x 
unendlich klein dritter Ordnung wird. Führt man den Pmet s V9 z v über irgend eüien Querschnitt a oder 
a hinweg zur Anfangslage zurück, so ändert sich ein bestimmtes Argument v oder V um — ix } wodurch der 
Quotient wegen der Periodicität der ^-Functionen ungeändert bleibt. Führt man aber den Punct s V} z v über 
bpi oder b^ hinweg, so vermindert sich das System (v^ ü;,) bez. um das System (fl;^; d^O oder (a^'J ä^')- 
Dadurch gewinnt der Zähler nach der II. § 4 besprochenen Periodicität der ^-Functionen 

bei b ß . den Factor «r-W+V<M f bei b ß . den Factor e -V>'+ 2 V<H 
der Nenner 

bei Jy den Factor e -W+ 2v /ßl*\ bei T^ den Factor e ~V*'+ V <V. 
Diese Factoren des Zählers und Nenners sind wenn ^ < ?*+l und fi' ^ fi ist, einander gleich, also 
ihr Quotient ist Eins. Ihr Quotient ist aber tt wenn (i = fi' ist. Für fi = n+1 aber ist der Quotient 
der Factoren für jedes [i' gleich r. Dieselbe Periodicität besitzt aber wie I § 42 gezeigt ist, die Function 

[A*^, tjj. Demnach kann sich der oben aufgestellte #- Quotient von \J(z v — k^\(z v — f^) nur durch einen 
von z v unabhängigen Factor unterscheiden. Gleiche Schlussweise gilt aber für die Variabelen z { , z 2 . . . z p> 
so dass die Richtigkeit der angesetzten Gleichung bewiesen ist. 

§ 9. Es erübrigt, die Constante C(k^ t^) zu bestimmen. Hierzu wirft man die Puncte z i} z 2 . . . z p 
paarweise auf die Puncte k if A 2 . . . A^— t, ^-f 1 • • • ^»+l- Dann erhält man nach I § 30 und in der 
dort eingeführten Bezeichnung — nach welcher (ix)^ Null ist, wenn (i^X und {ix)xx — * n kt, — die 
Gleichungen 

woraus mit Rücksicht auf die Periodicität der #- Functionen — weiche einerseits erlaubt, Multipla_von ix 
in den Argumenten v } t) fortzulassen, andererseits aber auch erlaubt das System (a^ — a^; d^ — ü^) im 
Zähler und Nenner gleichzeitig fortzulassen — folgt 

♦ (i(/*)^-lA' A ; 1(»*)^-1»0 _ M *<" W L ^V J ' 

Wäre die Charakteristik von {A\; 9lß ungerade, so würde der Zähler verschwinden, und es müsste, 
wenn nicht etwa auch der Nenner verschwände, C(k U7 t u ) Null sein. Wir werden aber in § 14 zeigen, dass 
die Charakteristik gerade ist. 
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Werfen wir nun zweitens die Puncte z l} z% . . . 2 P paarweise auf f l? f 2 ... t^_i, t u +i . . • t n +l 
so erhalten wir nach I § 30 die Gleichungen 

(»*<V» °A ( V) = («;./*— «A / u+l>+ 1 — **]** — i,V A ; a A/U — F^+l/z+l— xJ/Vt— i9i A ), 

(»*(*p)» 8 *W = (MV - * (te V MV - 4 <'*W» 
und es folgt wieder mit Rücksicht auf die Periodicitat der fr -Functionen 

H _ iNx . _ m ^v vi/ l<p'(v (*„- vJ ' 

Durch Multiplication der so erhaltenen Gleichungen ergiebt sich 

,» ( _ 4 N k -> mX fi j-Mx- *m,.j _ „,. . . i7/^(W 

Im § 14 wird nun, wie schon bemerkt, bewiesen, dass die Charakteristik von (Jfy, 9^) gerade ist, 
woraus sogleich folgt, dass die linke Seite unserer Gleichung eine 3te Wurzel der Einheit ist, die so lange 
unbekannt bleibt, als die c C d b unbekannt sind. Nimmt man aber die Voraussetzungen des § 7 dazu, so 
ist die linke Seite der letzten Gleichung Eins, und demnach 

C(kp, y = ±1/Ä%):Ä'(V, 
und also, wenn v^(k^\ . . . ihre ursprüngliche Bedeutung haben 

»(M V; MV ) _ \7 R/ ^ z i~ k n z ^-^i z p— k v 
HhQJ\ M^)) * ^ *'(V ' z,-% ' *,-!„ ' ' ' z P -i/ 

welche Gleichung auch bestehen bleibt, wenn (t = w+1 ist, wenn schon die Constantenbestimmung in diesem 
Falle kleine Modifikationen erheischt. 



§ 10. Nun werde [1^, A /£+1 ] dargestellt. Man beweist hierzu die Gleichung 

»(Mg;Mg) ,w^-w> .Vyy 

(M*«+i>; MVm» ' J<vh(Vh)-Vm<Vm» - Mr "' Ä "+ lM/ V 



*(M*n+i); »a(^+i)) ««<vh(Vh)-Vm<Vm» v <" * +1/l V v-Vn' 

in der £(t^, £^+1) von z, , z 2 . . . z p unabhängig ist, wie folgt. 

Zwischen den Argumenten der ^--Functionen des Zählers und Nenners bestehen (f, § 30) die Gleichungen 

Http) = nfcft+d—Heip—fiXii+d+Uaxp — axp+i), 

Als Function von z v wird nun der #- Quotient unendlich gross und unendlich klein der ersten Ordnung in 
den Puncten kn+l un ^ '/<> w * e d* e algebraische rechte Seite der aufgestellten Gleichung es auch wird. 
Fuhrt man aber den Punct s VJ z v über &„< hinweg, so vermehrt sich das System der Argumente der ^-Func- 
tionen im Zähler und Nenner um f — a^<; — 0^/) und der #- Quotient gewinnt den Factor 
^Pp'fy) — 2ty(fy+i) = -!(v^-y /1 +])+S(y / /-v / /+i) i 

Der Quotient der Exponentialfunctionen aber gewinnt den Factor 

und da a„/„ = a„„', ü„„* = a^ ist, so sind die beiden Factoren einander reciprok, und die gesammte 
rechte Seite bleibt daher ungeändert 

Führt man s V7 z v über b^ hinweg, so vermehrt sich das System (v^ Vj) im Zähler und Nenner 
um ( — ä^„/, — a^/) der Quotient der ^-Functionen gewinnt den Factor 

2V(*^ — 2V(VM) — J(V^""V^+0""StV/«""V»«+lJ 

t c , 

der Quotient der Exponentialfunctionen den Factor 
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welcher dem vorigen wegen der Beziehungen a^ = a^, a^ = a^ reciprok ist Also bleibt die rechte 
Seite der stipulirten Gleichung un geändert, sowohl wenn man s v , z v über b^ als auch wenn man s v , z v 
über bp* führt Führt man aber s v , z v über dy oder a^ hinweg, wenn p'^fi, (t+\ ist, so vermehrt 
sich Vp* bez. V^* um — ix und der Quotient der #- Functionen sowohl als der der Exponentialfunctionen 
erführt hierdurch keine Aenderung. Führt man aber s V} z v über a^, 3^, fl^+i oder ä^ + , hinweg, bo bleibt 
der ^-Quotient ebenfalls nngeändert der Exponentialfactor aber gewinnt die Factoren bez. t 2 , t, r, r 2 . 

Dies ist aber wie I, § 43 gezeigt wurde, die Periodicität der Function [t^, ^+1], und da Gleiches 
für alle z {} z 2 . . . z p gilt, so ist die oben aufgestellte Gleichung erwiesen. 

§ 11. Nun ermitteln wir C(t^, k fi + 1). Lassen wir die Puncte z i9 z 2 . . . z p paarweise auf 
Ar,, k% . . . kp, k fl +2 • • • *w+l fallen, so erhalten wir die Gleichungen: 

Dies in die Gleichung des vorigen Paragraphen eingesetzt ergiebt mit Rücksicht auf die Periodicität 
der #- Functionen die Relation 



r/ r py> j 



Wirft man weiter die Puncte z ( , 2 2 ... z p paarweise auf f b f 2 ... l^_i, f^+i... t H +l> 80 erhält man 
»*(*#«) — («A^— V+b+1 — *]**— iiV A ; n A (y = (a^— a^+^+i— *],*— 4SR A , 
"Jl^+l) — a X/l —ä^—Hax (l t—äx ft )+Ha Xtll+i —a ) _ M+l )+[ I i+l—X\ijt—iIif X} 
woraus die Gleichung entspringt 

Das Produkt beider Quotienten giebt 






12 



worin 



ist, eiue Abkürzung die auch ferner beibehalten wird. 
Mit Rücksicht auf § 7 ergiebt sich hieraus 

und somit die Gleichung 
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§ 12. Ist (t = n, so ist 

und es folgt dann 

*(MW. »a(*«+i» " ± V - s^ H )-ll z „-k n+l 

Ist // = n+1, so ist 

»aCh+i) = *a(*i)— Häai — «Ai); *a(**+i) = M*i) — Uäai — *ai)> 
und es folgt hieraus 

Sollen diese Ausdrücke als speciellc Fälle der Formel des vorigen Paragraphen ersclieinen, so kann 
dies dadurch bewirkt werden, dass te H +\, v n +\7 v n+\f a Aw-fl\ 5 An+l» a Ai*+l> a A»+l g^ich Null ange- 
nommen werden, was bequem ist. 

§ 13. Bilden wir das Produkt einer der Functionen , die im § 9 dargestellt sind, mit einer der 
Functionen wie sie im § 11 (oder § 12) dargestellt sind, und beachten dass 

»M— W = MV— W 

ist, so erhalten wir die Gleichung 

H*x(*ji »am e - ^+Hy(^)-y(V) iV ggTij 77 fEE5 

Setzt man aber erst in dem Ausdruck des § 9 (i+l für fi und dividirt damit die Function des 
§ 11 (oder 12) so erhält man 

Diese Resultate lassen sich in einer Proportion zusammenfassen, aus der man abgesehen vom Vor- 
zeichen -± , welches der Kürze halber unterdrückt ist, jede der Functionen [*, x'] durch ^-Functionen dar- 
gestellt entnehmen kann. Setzen wir zur Abkürzung v für v — », so schreibt sieh diese Proportion 

*(»A(*i); • ) *-*+***> : *(i'a(*j)5 • ) «-**+S*l**> : . . . : *(^(*J; . ) <.-«■+«»«(*.) : frfa^i); . ) 
:*(»A('i); .)e-^+^i(W -.»(^ft); O«-* 4 -^»«« : . . . : *MW; • ) *-*■+**•<*•> : ^(t';.(t» + i); .) 

_ »V gg=g iV g(g=g , /n(z v —kn) \/ ihz v -k n +i ) 

V R'(k x ) '' V ^(A' 2 ) '' ' • ' : V " R'(k n ) : V B'jkn+J 

iV lTfr,-!,) . 3 / /7(z r -f 2 ) i '/ //(*,-!.) i'/ l/^-tHH) 

: V v(t { ) : V R<(t) : ' • • : V Ä '(f„) : V /?'(f n+1 ) > 

worin das durch U bezeichnete Produkt über p Factoren zu bilden ist, die mau erhält, wenn man 
v = 1, 2 . . . p der Reihe nach setzt. 

§ 14. Beweis, dass die Charakteristik von (A^; 9^) gerade ist Eine Theta-Function von 
der Form #(?/ A (s, z) — #;; u A (s, z) — e A ) verschwindet als Function von s, z in p Puncten, oder sie ver- 
schwindet identisch (R. pag. 149). Befrachten wir nun die Function 

#(u A (* l z)-2|u A (* A ); u k (s,z)—22u k {k t )) = #(« A (*, *)-— L AT; ,-i^,; u A (*, ^-^-j-Äp.-i^), 

welche für z = Ar n +i in die Function #( — JA A ; — i9t A ) tibergeht. Wäre nun die Charakteristick ungerade, 
so müsste die Function für z = k n -\-i verschwinden, und also, da sie in den n Puncten k u k t . . . k n je 
zweimal, also schon />-mal verschwindet (R. pag. 149) identisch verschwinden. Es müsste dann auch eine 



±^m 
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in T einwerthige Function existiren, die in den Puncten k i} k t . . . k u doppelt, oder in nur einigen von 
ihnen, in andern Puncten aber nicht unendlich wird. Dass aber eine solche Function nicht existire, haben 
wir I, § 18 bewiesen. Demnach muss die Charakteri stick von (N X ] 3l x ) gerade sein, w. z. b. w. 

§ 15. Hieran schliessen wir die algebraische Darstellung der Function 
^(u x (s f z)-22u x (k v y i u x (s,z) — 2£u k {k p )) : *(u A (^, z) — 2Su x 9 v )i u x (s, z)-2i:vi x (t y )). 

ii i i 

Sie wird unendlich klein zweiter Ordnung für z — k it k% . . . k n und unendlich gross »weiter Ordnung in 
den Puncten fi, t> . . . t«. Ihre Periodicit&t stimmt, wie man leicht sieht, mit der der Function 



/>(*»+,; tfj . tyhiz—kj* : (*— g* 



überein, wenn D(k*+i, t»+i) eine Constante bedeutet, die sich so bestimmen lassen muss, dass die algebraische 
Function dem ^-Quotienten gleich wird. Für z = Ar»+i ergiebt sich hieraus die Gleichung 

#(LV Ä ; i»i) : *({Ai — Ifar; l* a — ite) = /><*«+., t^. 1 )\/)P / (fc+x) (*h-i — t*i) : $(*H-i)i 2 , 
und für 2 = f»+i die Gleichung 

»(iAjt+iwr; 4» A +li*):*(iA a ; i»J — />(*,+„ fc+O^IJ»«*,) : ^'(In+i) (I»+i — *»+i)l 2 , 

und hieraus durch Mnltiplication mit Rücksicht auf § 7 (ohne welche Rücksicht eine sechste Wurzel der 
Einheit, also auch eine numerische Grösse erhalten würde 

&(iN x — ifcr; 13l a — ii») 






*(iA' A + i<jr; i^ + Jw») 

*<*»h; ft*0 - dbt/W+0 *'«H-i) : ^(*-+>) ^(tH-0. 
8omit erhalten wir schliesslich 

»(u x (s, *)— 2i« a (*„); U Ä (s, z)-2iu A (A: v )) 

1 1 

♦ («*(*, 2 )-2itt A (g ; u A (s, :)-2Vu,.(U) 

1 1 

_ i7 y^öy(^ö ~ ■ /«-*.y _ , i / ^(a-h-i) // / f£g y / i+*-V \' 

§ 16. Führt man den Punct s, z in der Fläche 7 herum, so ist, weil eine einwerthige Function 
existirt, die in drei übereinander liegenden Puncten, und sonst nirgend — nämlich die Function z — z 4 :z — z" — r 
unendlich wird 

(u x (s,z)+u x (st, z)+u x (sr*, z); U x (s, z) + u x (sr f z)+n x (sr'\ z)) - (r A ; 6;J 

d. h., der Werth des Systems ist von der Lage des Punctes s, z unabhängig, und ändert sich nur beim 
Ueberschreiten der Querschnitte um Systeme ganzer PeriodicitätBmoduln. Hieraus folgt 

(u x (s, z) — u x (s v x, z v ) — u x (s v t\ z v ) ; \x x (s f z) — u x (s v t, z v j— \x x (s v r 2 , z v )) = 

("A ( s v> z v) — ";. (**, *) — WA (^ 2 , *) 5 U A (s, z) — \X X (st, z) — U x (sx'\ z)). 

Sind nun (fi) (fi') beliebige Verzweigungspuncte, jedoch solche, dass (//) entweder k^ oder l. n (//') 
entweder k^ oder t ß * ist, und setzen wir in einem fr- Quotienten, wie er im § 13 enthalten ist s v r, z Yt 
s v r-,z y für s V9 z v bez. $ v + n , z v + n > (" ^ >*)> «o erhalten wir 

wenn 
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n n 

(^0^); ^(^)) = ( U )M*) — -S«i(V» *r)+«;i(*r**; *,,); u a (,</) — -£u Ä (* y T, z r )+u A (^r 2 , z r )), 

0>aG"0; *>;>')) = (waO"0 — -Swa(V> ^)+wa(V 2 ^)5 m^(/0 — -Su A (* y T, z^+u^t*, z„)) 

i 1 

ist, wofür man in Folge der soeben bewieseneu Congruenz, und wegen der Periodicität der #•- Functionen 

auch schreiben kann 

( v xU*)\ »kW) = K(*»7 *«) — 2uki*vC> zj+u k (s v r\ z v ) — 2u x (ji); . ), 

i 

n— 1 

i 

Schreiben wir nuu s, z für s n , z n und nehmen für z i7 z* . . . z,,_i n — 1 von (//) (,«') verschiedene Ver- 
zweigungBpuncte X|, x? . . . x*_i, so folgt hieraus 

»— i 



#< « A (*, 2 ) - 22 u x {*„) - 2«a W ; • ) e fl " +i2 '" 



gesetzt 



^ ± V if^) II \x v -(fi')J {z-(fi')J ' 
Hierin ist zur Abkürzung 

S"" 1 statt 2? «; (*„) , ©J" 1 statt ":& U A (x v ) 
i * i 

§ 17. Nun seien fy/O, fy/ 2 ) . . . (ji ) (> Verzweiguugspuncte und (//j), (//!>) . . . (,£*') (> andere, und 
zwar solche, dass (p v ) entweder k^ oder t^, (jd' v ) entweder k^ oder l^ ist, ferner sei 

t^ = 7A\ — ^u x (s v T y z v )+ii k (s v T^z v ) — 2^u x (fi v ) 7 

" L 1 

t> A = —-fta — ^u^, z^+u^r', *„) — 2^u A K) ? 

/' * 1 

/' * o i 

»i = rznr^. - Ü u a(Vi «J+»aW **) — a^u^i,). 

P L l 

Dann findet die Gleichung statt 

»fr*; »*) g f i ( ^" w = c i'/v/r ^-Q".) «,-(*) ^JHJjgn « 
»(«4; »1) ?l(^-^) ' V U-V.) ' *-<•.) * ' ' z v -Ui',)\ ' 

e l 
worin C von z > ^i • • • z n— q unabhängig ist Beide Seiten nämlich sind Functionen, deren dritte Potenzen 
in T einwerthig sind, und die als Functionen von z , z x . . . z h —q m denselben Puncten und in derselben 
Ordnung unendlich werden und verschwinden, weshalb sie nur um einen constanten Factor von einander 
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verschieden sein können. Die von (ft), ijh) . . . (ß ), (ß\) . . . (ji'J verschiedenen Verzweigungspuncte 
seien nun (^j), (t* 9+2 ) " ' ^n+1^ ^4-t^ K>+2^ " ' ' ^»+1^ und eB 8ei zur augenblicklichen Abkürzung 

p l i h-> * i <>+i 

/,— '* 1 p+1 p 1 p+t 

'). = ;— T /r *- 2 2 w >>v); »a - r—f^-2 Vu x (^,.), 

P x | P x | 

n+1 n+1 



»i = rzrT^-2Ü W A(^); »i - -Tn Ä A-2^u A 0/;), 



so ergeben sich aus der oben aufgestellten Gleichung die beiden folgenden 



, , I^K" JU V «jU« 



1 _ c \/ n 7f Ii r ü te± i) z jM T» 



— I^( "■ « v ~ *°«V 3 /" " J 






-*1(F«<-! 






Bildet man nun das Produkt der beiden Gleichungen, berücksichtigt I § 30 und II § 7, und den 
Umstand dass die ^-Function eine gerade Function ist, nnd zieht man noch die Quadratwurzel aus, so 
erhält man 

-fV,<,-sw-r; <v +iB; <V ) y— — - — , — — 

oder wenn man mit /H^i, ^ . . . fy) das Produkt der Differenzen der Verzweignngspuncte (//1), (/^), . . . (//^) 
mit allen übrigen von ihnen verschiedenen Verzweigungspuncten bezeichnet 

4jÖ#£ ,m . . . tt 

e 'Vi *> 






und so erhalten wir schliesslich die Gleichung 









4 fi^ |f /.;... ^-i*(»^ 
*(«m; »a) « 

wobei zu bemerken ist, dass // w ,«,. Verzweignngspuncte mit gleichen Indices bedeuten können, indem sie die 
verschiedenen Puncte desselben Paares sind. 

Thouiae, Abol'tche Functionen. ■ 6 
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Somit sind nun alle Functionen von der Periodicität der Function 

]/(z—a){z — b)~. . i (z—m) : (z—af) (z—h*) . . . (z—mf), 
worin a, b . . . 01, a', b' . . . mf Verzweigungspuncte sind, and zwar in solcher Zahl, dass die Anzahl der 
im Zähler stehenden sich von der im Nenner stehenden nur durch ein Multiplum von 3 unterscheidet, 
durch #- Quotienten dargestellt, weil I § 44 bewiesen ist, dass alle diese Functionen abgesehen von einem 
einwerthigen Factor in die Form gebracht werden können 



V\m, 



Z — X n 



z — x s Z — X 

worin von den Grössen x beliebig viele den Grössen xf gleich sein können. 
§ 18. Besteht die Congruenz 

(H(*(i) — «a(V>5 MV - U * ( V» = *( a Xfi — a Xfi+ a Xti — «V+fil**; a k(* — *Xtt+*XfjL — <V+W«) 
und wird 

gesetzt, und ist x^ entweder Är^ oder t fU x^ entweder Äy oder f^<, so stimmt die Periodicität der Function 

als Function von s, z mit der Periodicität der Function \/(z — x^) : (z — x^) völlig überein, und es kann 
demnach in dem I § 46 definirten Ausdrucke 



■4 



Z Xp Z\ Xp Zp Xp 



<P(s, z\ s u Zi\ . . .; s pf z p \ x ß | x ß .) 



V Z{ ~ V z p~ x h' 

welcher dieselbe Periodicität hat, die von z unabhängige Grösse A so eingerichtet werden, dass er sich von 
dem obigen Quotienten nicht unterscheidet Setzen wir deshalb die beiden Ausdrücke einander gleich, und 
hernach z = x^ so erhalten wir eine der II § 13 aufgestellten Functionen und daher die Gleichung 

X/ Z l— X M ** — */< z p — *A* .. \/ Z ~ *t* ^, -ix 

a y — — f- • -— ^ • • • /z^r, • hm y ?=7" # • *k 2 5 *» «i; • • •; v «pi *,< 1 v) 

V *l Xp4 Z2 Xp* Zp Xpi Z — X^* Z X fl' tri r~ 

_ iV JPfry) Zj—Xp zi — Xp z p—*ti 

V R'{x^ Z\ — x^/ z 2 — ty ^, — x^/ 

Nun ist aber in 1 § 8 der limes auf der linken Seite dieser Gleichung der Eins gleich gesetzt worden, 
und folglich ist AAA = B'(x^) : A^*^), so dass die Gleichung erhalten wird: 

&(v k +Ha Xfl — ä Xfl — a XlJL *+a Xfl <)+\g x w\ . ) g -fy-H(tfr-fy) 



*(i>;t; ty) e""% + *(y-V) 



, 3 / 



= ± 1/ R , {x) • // ^-=r x ": • *fo z "> *»>*'*> • • •; v v ^ I v>> 

wenn z = 2 genommen wird. 

§ 19. Etwas einfacher wird die Gleichung des vorigen Paragraphen wenn s v x } z v für s VJ z V} und 
s v x*, z v für AV+n> z vJrH geschrieben wird, indem dann in der Bezeichnung des § 12 in I die rechte Seite 
den Werth (z = z genommen) 

±lft$ //(£?)' ■ n " "■- - "" ' *»> 

erhält, wenn die in V noch willkürliche Constante so bestimmt wird, dass 
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ist 

p p 

§ 20. Ist nun wieder (t^; t) x ) = (ux(s, z) — 2u x (* v ,z v ) f xt x (s 7 z) — 2u x ($ y , z v )) und sind h, g 

ganze Zahlen, so kann man auch die Function 

&(v x +\kh v (a Xv — 3 Av )+i^t>; t>x+i2h v (a Xv —^ Xv )+hQ k ix) 

#(**; r> x )e 1 

algebraisch darstellen. Wie schon oben bemerkt und I § 44 bewiesen ist, giebt es immer, wenn unter 
(/*\)y (fh) ...(/*,)... (Pq) Verzweigungspuncte verstanden werden, eine Function 



]/z — {ii\) . z — (//;) . . . z — (^) : z — (fix) . z — fa) . . . z — (ti Q ) 
die wie der vorliegende />- Quotient periodisch ist. Construirt man nun eine in T einwerthige Function % 
die in den p Puncten s u z u s 2} z 2 . . . Sp, z p und den Q Verzweigungspuncten (fi x (fi 2 ) . . . (jiJ in der 
ersten Ordnung unendlich gross wird, und in den Puncten {fi\) } (fa) . . . (juJ in der ersten Ordnung ver- 
schwindet, so kann sich der #- Quotient von 



z—Uii) z—fa) z — {n Q ) 



nur durch einen von z unabhängigen Factor unterscheiden. Die Mittel zur Construction der Functionen % 
sind im Theil I dieser Schrift vollständig enthalten, hingegen bringt die Auswerthung des von z unab- 
hängigen Factors im Allgemeinen Complicationen mit sich. Wir beschränken uns deshalb hier in der Darstellung 
auf den Fall, in welchem die Puncte s V} z v paarweise in T übereinander liegen, in welchem wir die 
Darstellungsform etwas abändern. 

§ 21. Ist also hier 

* / / 3 " 3 n \ 

(»A'i »*) = Oi+*-f h v (a Xv — a^+ig^m; v x +i 2 h v (a kv — ä kv )+Vg k ix) 
so ist 

$2h v (v' v -V v ) 

c &iH ' *A±1 „ 

V JJ(v)ff(v^[ _ ( 'J • W ( Z > Zl > Z * ' " * Zn > W> (ft) • • • (fy) I 0O> W • • • <f*f» 
i o ^r' \t*v>' 

wenn ^P dieselbe Bedeutung als in I § 12* hat. Um die von z unabhängige Grösse C zu bestimmen, setzen * 
wir z tt _^ + 2 = (fi)> *»— ^>+2 = O^i)» •••>*»= (fy)- Dann gehen v^, D^, t^, U A in die ebenso be- 
zeichneten Ausdrücke des § 17 über. Wenn wir daher die in V noch willkürliche Constante durch die 
Gleichung bestimmen 

Hm l / Jl(v)Jl(v) V Z^! ' ^ *" " • ' *»' ^ ' ' ' ^ ' W) ' * • * ( ^ }) = 1 

in der z w __^ +1 zur Grenze (fi\) f z n _g+\ zur Grenze (jt'J, . . ., z n zur Grenze (fy) übergehen soll, so 
erhalten wir, wenn wir die Zahlen Ä, ^ mittels der Periodicität auf ihre kleinsten positiven Werthe bringen 

6' 
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— üft if t S .. .(lQ + l S(Vft — » ß ) 

- ±V Hw, ^)7T7.-^j) //«//<*■) L^ZjgJ • *<*» *» • • • *« 0")» ■••<*> I <W •• • M- 

Es mag bemerkt werden dass die Functionen HP die hier gebraucht wurden und in I § 12 in Form 
eines Determinantenquotienten dargestellt wurden, eine Vereinfachung dieser Form zulassen. Es ist nämlich 

V(z z z z x\k\ - >\ P k ~ Z » k ~ Z{ ... *~**- i h — Z *+l ... k — Z » k ~* x 

Y\Z , Z,, Zo, • • • Zn, X | K) ^Sy /^ - - • • - - • • • • • - } 

-^ Z v — Z Z v Z\ z v — z v __i^z v — z v+1 z v — z n z v — X 

mt 1 *\ V cn * — *o t — *i * — V -1 * — 2 v+l * — z n l—x 
V(zq, z h z», . . . z», x | I) — ^j*vH5 v — — ^^ 







^y"~ ""^0 2 V ^\ Zp Zy | Zj,"""— Zy_|_ J Zy — Z M Z v 



Das Yerseh winden der partiellen DiffereitttAlquotienten der # -Functionen. 

§ 22. Da die Gleichung besteht 



*(^^- 2 ^M*,); j^i«a-«^ua(W) = »Wi; 



**) 



^r> ca, 



und sich d*e*e Function, wenn man von den Voraussetzungen des § 7 absieht, von # , . (0; 0) nur durch 

einen Exponentialfactor unterscheidet, wie aus II § 2 hervorgeht, und da die partiellen Differentialquotienten 

der Function &. . (i/^; Dj) mit den Argumenten verschwinden, weil sie nach § 14 gerade ist, so ist es 

offenbar, dass man #(t>;t; Vj) mit einer solchen Exponentialfunction F multipliciren kann, dass die partiellen 
Differentialquotienten des Productes verschwinden, wenn (v^ Vj) — (A^; 31)) wird. Es kann aber all- 
gemeiner gezeigt werden, dass man stets einen Factor e ü finden kann von der Beschaffenheit, dass die 
partiellen Differenti'alquotienten von e" &(vx; n^) für 

verschwinden, wenn x l} xj, . . . x»+i beliebige von einander verschiedene Verzweigungspuncte sind. Dabei 
wird im Allgemeinen bei andern Verzweigungspuncten die Grösse ff, die eine lineare Function der v und B 
ist, eine andere sein. Setzen wir hier um abzukürzen 

(MV» MV) = 

( -^— A E X — 2« A (*J — ^« a (* v T, Z„)+«;i(* v T2, ir ); ft a — 2U A (x^) — ^ U A (S y T, *„)+% («„T*, 2 V ) ) 

\/' * 1 P l 1 ' 

worin x„ entweder A^ oder f^, sy entweder Ay oder f^< ist, bo erhalten wir aus II § 16 durch logarith- 
mische Differentiation 

8\gU ^ , 1 1 

ix ^fA*<>) {Bigu^ digD\^ ix y^fv(V / a ig 6- aiggy 
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Macht man hierin z ? = £- und nimmt k^ von x^, x^ verschieden an, so erhält man die Gleichung 

Macht man aber z« = !„ und nimmt ebenso L von x„, x„< verschieden an, so erhalt man die Gleichung 

Wird nun der Reihe nach q gleich 1, 2, . . . n gesetzt, und dann z { = x h z 2 — x-^ . . . z„ = x n 

worin die x if x%... willkürliche von einander und von x^ x^ verschiedene Verzweigungspuncte sind, aber 

nur die speciellen Indices fi 9 (i' auf Verzweigungspuncte des ,«/ten un d ^'ten Paares hinweisen, so erhält man 

B\zU BlsU 
n Gleichungen, in denen die Grössen -~— , -^p— dieselben sind. Ersetzt man sodann die Puncte x l7 x 2 . ..x n 

durch die übrigen von ihnen und von x^, x^ verschiedenen Verzweigungspuncte, und vertauscht x u mit 

BU BU 
Xp*, so erhält man n neue Gleichungen mit denselben Unbekannten -r — , -~ — . Man hat also im Ganzen 

p homogene Gleichungen mit p Unbekannten, nämlich deu Grössen 

8v v Z+ 8r> v ' Sv v +T dv v ' V ■ ' 2 '-..«- 

Da aber die Determinante der f sowohl, als der f nicht verschwinden kann (conf. Crelle's Journal 
B. 75 pag. 224), so müssen die Unbekannten alle Null sein, und es muss daher auch 
aigtf = 8lgff = 8\gU = 8 lg ff _ B]gU = 

dv x Bt> 2 * * ' Bv n 8u, " ' ' 8x> v 

sein. 

§ 23. Das Resultat des vorigen Paragraphen lässt sich nun so schreiben. — Ist 

(MV; J iM = (^^)- 2 f M iiW; u A (xj-2^u A (^)) 

und sind X\ 9 x 2 . . . x„ von x^, jc^/ verschieden, und ist x^ entweder gleich k^ oder gleich f^, ^ ent- 
weder gleich k^ oder gleich l^, während die Indices der übrigen x nicht auf die entsprechenden k oder I 
hinzuweisen brauchen, und ist 

n' = —2c v v v +CyV v 

so bestehen für q gleich 1, 2 ... n die Gleichungen 

Diese Gleichungen würden übrigens bestehen, was für eine Function von v und D, JF auch wäre. Hier 
ist W so gewühlt, dato die partiellen DifferentialquotienteB von e w &{Px — iiV A ; » A — 438^) mit de« Argumenten 
verschwinden. Da sieh später für c, c, d, b die Werthe Null ergeben, so nag die Fmetna W fortgelassen 
werden. Weil nun die partiellen Differentialquotienten der Functionen 
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1 l 

verschwinden, so müssen auch die partiellen Differentialqnotienten der Functionen 

verschwinden. Diese Fälle mögen genügen und es mag dem Leser überlassen bleiben durch successive An- 
wendung derselben Methode das Verschwinden der partiellen Differentialquotienten in dem allgemeinen im 
§ 22 angeführten Falle nachzuweisen. 



§ 24. Bevor wir zur Darstellung der Integrale zweiter Gattung durch Thetafunctionen schreiten, 
bilden wir noch zwei algebraische Formen derselben, die passender ihren Platz hinter § 39 des Theües I 
haben würden, deren Bedürfniss sich aber erst hier ergab. Wir haben dort 

'Mx—* [z—k v f v (k r ) dk r + z — l r ^(t v ) St v J 
gesetzt Nun wollen wir noch 

/(jtt, z\ tf,g) — t*(ot* z; o,g) _ 

also 

f(*r, 2; ö, g) = xT{s, z; 0, £) + t*2:(*, 2; 0, £), 
*(***, 2; <j, £) = t*T(«, 2; 0, ±) + t%(s,z; 0, £), 

setzen. Dann sind die algebraischen Ausdrücke dieser Functionen 

1 1 

U ' * ' °' Sj ~ 3«r ^ 2 - * r /•(,(*,.) ät„ 3« (2 - g) ' 

' T, n_J_V ö ^Cr)^(«.g) g -, 

* U, 2, «, g - 3/> ^ j—^- f ^ A _ } ^ 3 ^ (r _ s) , 

bo dass also in dem einen Ausdrucke nur die x im andern nur die 3; vorkommen. 



Darstellung von Integralen zweiter Gattung durch #- Functionen. 

§ 25. Ist (v A , V x ) = (u a (a-, z) — 2u x {* v , z v )\ VL X (s,z — 2u x (s r , z v )), so ist 8lg*(^; V x ) : dz 

in T d. h. in der durch die Schnitte 0, b, a,b begrenzten Fläche J (I § 19) als Function von z v stetig und wird 
im Puncte s, z wie 1 : z — z v unendlich gross. Zu beiden Seiten der Querschnitte a und a hat die Function 
dieselben Werthe auf dem positiven Ufer von b^ aber, bez. b„ ist sie bez. um 

28ifrfr,z) 2tjg //jiW fg(f)\ »^(', *) _ 2ür_ / t/jc(f) Wf)\ 

8* 1 — r 2 V 4$ +T 3/> / ' dz ~ 1 — r 2 V ^ + «/> ) 

grösser als auf dem negativen. Durch diese Eigenschaften, und zwar auch schon dann, wenn die Werthe 
der Periodicitätsmoduln bei b und b nicht gegeben sind, ist eine Function von s v , z v bis auf eine willkürliche 
additive Constante bestimmt. Setzt man für v der Reihe nach 1, 2, . , . jß, so findet man, dass 
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8ig*(^; »a) 

dz 



= J^ <(*>*; s v ,z v )+c 

i 

sein muss, wenn t(s, z; s V7 z v ) die in I § 39 festgesetzte Bedeutung hat, und C nur noch von s, z ohne 
Index abhängen kann. 

Betrachtet man T und % als Functionen von s V9 z v so sind die Periodicitätsmoduln 

bei b„ bei b„ 

von T(s,z; s vy z v ) Vx\ ß {z) : %P(\ — t), 2/*^) : W>(t — r% 
von 2T(s, 2; s„ z v ) Üxfpiz) : *$ßd — t 2 ), 2/*t/^(z) : S«ß(l — t 2 ). 
§ 26. Um die Constante 6 f zu bestimmen, setzen wir 

<*i; *a) = («A (*» *) — "A (*> S - "A (U - 2^tt A (*>•) 5 »A (*, *) — U;. (*, ?) - U A (f„) - 2*^ ft,)), 
und untersuchen zunächst den Quotienten 

^(vx — Ha^ — ä^ — iix . ) *(»! + * («An — *A*)+*'*; • ) 

- - — — ,- ,— - = Consi - - , 

»(»a; »a) - ^^»-^ #(»*; n A ) . «J <*•-*.> 

der als Function von s, z beim Ueberschreiten des Querschnittes a n den Factor tt bei 3« den Factor r er- 
hält, an den übrigen a und ä aber stetig ist, der ferner beim Ueberschreiten ^ines Querschnittes b^ oder b^ 
jedesmal den Factor t erhält, und also (I § 44) wie [!«, Ar„+i] . [Xr»+i, ti+ij = [ti, tt+i] verzweigt ist. 
Demnach kann sich dieser Quotient von der Function 



1/ 



—«■ - +w+ 2* . (*-t*> 



Z-— !»+i * -2 — C 

nur durch einen von z unabhängigen Factor unterscheiden *J. Setzt man nun z = C so wird mit Rücksicht 
auf II § 7 

(• — Ha^ — a Xn ) — i«r; t)* — i(a Aw — a Aw ) — ii*) = (— w A (f n ) — 2^ M;i (!,)+__ tf ; — W; (f w ); . ) 

- (-JA).; — 1»^) = (0, 0), 
und dies muss auch gleich 

(u x (o, Q — 2u k (<n, ^Ru^ör* gM); U A (*, '£) - Zu k (<jr, ^>)+u a (öt*, ^)) 

sein, wenn C (1) , ? 2) , . . . £ (n> diejenigen Werthe von z sind, für welche s 2 +stf-|-o 2 = (s — ör) (s — ör 2 ) = 
(s 3 — <J 3 ) : (z — £) verschwindet. Die Werthe von £ für welche diese Function verschwindet, sollen ebenso 
mit z (l \ z (2 >, . . . z {n) bezeichnet werden. 

Hieraus folgt nun, dass, wenn wir im vorigen Paragraphen die Puncte s if Z\ ; s^z^\ . . . s P9 z p 
auf die Puncte st, z (1) ; st 2 , z (1) ; st, z (2) ; st 2 , z (2 >; ... st, z (n >; st 2 , z (b) fallen lassen, der logarithmische Diffe- 
rentialquotient der fr-Function verschwindet, und dass demnach 

C = — 2St(s, z ; st, z< v) ) + /(*, z ; st 2 , *M) 

1 

ist Dieser Ausdruck lässt sich jedoch noch wesentlich vereinfachen, nämlich von den Grössen z^ befreien. 
Da t+t 2 = — 1 ist, so hat man zunächst 

— t{s,z' y st, zW) — f (s, z ; ST 2 , zM) 

^ ^(»') z — Ay ?^(M SAy + z — V f ? (V) 8f v , ' 
worin also der vom Integralzeichen freie Theil der Function t verschwunden ist. 



•) Soweit dieser Factor von £ abhängt ist er gleich \ (? — f«+i) : (£ — r«) . (^ — f B ). 
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Nach dem Abel'schen Satze (R. pag. 138) ist nun weiter der Ausdruck JE/ V ) dx^{s, & v ') : 8/y eine 
rationale Function von s, wenn v = 0, 1, . . . n gesetzt wird. Da derselbe, wie man leicht sieht, nur da 
unendlich wird, wo s verschwindet, so ist er eine ganze Function von 8, und zwar eine lineare, weil er nur 
in der ersten Ordnung unendlich, wird, also kann man ihm die Form geben Aq V *+Bq V '& Lägst man z(= z (0) ) 
auf Ay fallen, so fallen die z (l) , z (2 >, . . . 2 (a > auf die übrigen k und man findet !*„.< indem man den Grenz- 
übergang ausführt 

lim \jz — k v ' . CV+V Ö ) = lim \ /z ~ k v • S v hx p {8, zty : 3Ay 
z = k v * s z - k v ' o 

der ergiebt 

B . = — Jjr/^M : $(/y). 

Lässt man z (z {0) ) auf f M fallen, so fallen die z (1) , z<-> . . . auf die übrigen f und man hat ^ r / = l^j Sa^ (l v ) : 8Ar v *. 
Mit diesen Resultaten findet man endlich 

3 ^')[ z — *,, + z — l v < + z~ — k v . ijtdk v . f Q {k v ) + z-i v < 1jt"8V f^MJ 
also für 6 T einen von 2^, z^ . . . z ( *> freien Ausdruck. 

§ 27. Ist nun x ein beliebiger Verzweignngspunct und 

und multipliciren die Gleichung des § 25 mit 8/* und setzen sodann k^ für z, so erhalten wir (vergl. I § 40) 



die Gleichung ^ ^ p ^lg^fa^); Bjt (fy)) + 81g*(i» A (^); ^(y) 



Ä?[* 



fr(*A») 



a«v an,, 

wenn angenommen wird, dass bei diesen Grenzübergang 6*0/* in CMu) übergehe. Multiplicirt man aber 
die Gleichung des § 25 mit sty und setzt z = t u so erhält man die ähnliche Gleichung 

1=7^ |_ ^ +T 8»; " J M V 

_ r=7«^- ^ M V _ 3«f p (i^) -r " "«/« " M " 

Hierin ist (» beliebig. Es ergeben sich aus diesen Gleichungen sofort wichtige Eigenschaften der Periodici- 
tätsmoduln. Wenn nämlich der Punct *,,, z v den Querschnitt b^. oder b Q . überschreitet, so erhält man den 
Zuwachs des Integrales zweiter Gattung in zwei Formen, durch deren Vergleichung sich ergiebt 

I-tiV^V - 8^i 3/*/-^' l— t'VIV 'dk,, Wxf^kJ dk,, 9ixf 9 1fcj' 
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woraus folgt 

"8A~ = l-f 2 ~ Ä'T^T"' dt u ~ 1— t» /.'(!„) ' • 
Nun fanden wir in I § 23 die Gleichung £^ = #^', woraus sofort noch die beiden Gleichungen füessen 

ÜXqq' _ __ 6££T fg'ff/^/gffji) 8^ _ _ JyjtJtT W /?'(*>) 

9lp ~ 1 — ** &(%) ' ' 8^ ~ 1 — * 2 Ä'(^) 
§ 28. Nun müssen die Constanten C^ik^), 6^(1^) bestimmt werden. Um die erste auszuwerfen 
lassen wir die Puncte s Xj z^ s 2} z 2 ] . . . s P} z p paarweise auf die Puncte k Xy Ar 2 , . . . k u __y, ^u+1 • • • ^»+1 
fallen, wodurch 0>a (*,«); *k( k ti)) mi * Rücksicht auf I §29*) und II § 7 in (0; 0) übergeht, und also 
BXg&tytf ü A ) : dv v und Slg^(^; t)^) : 8t) y verschwinden. Somit hat man 

2 "<A«) 8 *«<*»<) ^(V ,„,.,_„ . _ _ _2_ vt«) Ö V^> *tV 

Beachtet man, dass für (i ^ r 

8-ty(Ay) fagfl,) 8^,,) 8£ p (t v ) 

8Ar„ 8A„ ' 1£- 3f„ 

ist, so schliesst man, dass C^(k^) der Null gleich angenommen werden kann, wenn in den Integralen 

9x Q (s i7 Zi) dx Q (s 1} z 2 ) Sx^js^Zp) 

Ml* ' ^ ' ' " - 3A^ 
für die untere Grenze bez. die Puncte 

*1> tlj ^2? U) • • • *jM—l» *ju— 1> ^u+l> ^+1' ' ' ' *»+t> '» + 1 
genommen werden. Für C^(l fi ) findet sich in ähnlicher Weise 

r , M 2 ■<-?(,„) 8M**> *%> 

§ 29. Wir stellen ° die Gleichungen der vorigen Paragraphen noch in den speciellen Fällen auf, 
in welchen (v — n) s v r, z v fttr s v , z v und s^x 1 , z v für $ v + nt z v gesetzt wird. Dann haben wir: 

m y. 81g»fa(^);t) A (^)) c _ Rfj.kJ H ^\ (ft) g r fs v r,z v f**'**. 1 



bc <-i81g»fa(^; 0^)) 






\—t*-*+ dx v ivV > uß 3farf*CÜ —* 3f„ / "'<>' 

Hier bezieht sich das Zeichen (//) oben an -T nur auf die untere Grenze, während in der oberen 
der Term s*+\ } Zn+i nicht vorkommt. 

§ 30. Grenzwerthe eines Differentialquotienten eines Integrals zweiter Gattung« Diffe- 
renzirt man die Gleichung des § 25 nach z^ so erhält man 

8s S^ ** ^ [8* 8^v ^ $<> 8 * fc* **, ^ J ** 9 

Hultiplicirt man diese Gleichung einmal mit 3^ /'^ und setzt ^ = *u> e ^ n andermal mit ^ 5p« und setzt 
z^ = 1^, so ergeben Bich die Gleichungen 



*) Die dort eingeführte Bezeichnung für Summen und Producta, in denen ein Term fehlt, ist auch hier und 
weiter angewandt. 

Thomie, Abel*sche Functionen. 7 
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. v< 8»lg»fa; »^ 3<(*, 2; * 2,) , 



Differenzirt man aber die im § 27 aufgestellten Gleichungen nach z^ } so erhält man bei beliebigem p' (auch 
für (>' = p) die Gleichungen 



. v» 8>1 g»fa(V; MV) . _ Jy^ y t ,^ 



Laset man hierin den Index t> fort, so gehen die linken Seiton dieser Gleichungen in die linken 
Seiten der unmittelbar vorher aufgestellten Aber, und man erhält daraus die Beziehungen 

Bt(s, 2; S(f , 2 p ) . R'jkf,) &x Q .($ u z) 

z/=V 82 e "»^.(V" 8 *„8* ' 

x ,™,/*** b* Q — afcrf^ff^ • 8!„8* ' 

Daraus ergeben sich noch in J und 2? die Gleichungen 

,. . r mo,£',:z) *(M 8 V( g >g) 

z = *„ f ^ 82 3fcr/^(^) ' 8*„3? ' 

2 = ^ * 82 3örf,.(f^ W„8£ 

$ 31. Um 81g*(f A ; tJ^) : 8p« und 8lg^(t; A ; D A ) : 8»„ algebraisch darzustellen, kann man zuerst 

31g Hvx\ *k) 1_ / 81g»(p A ; vj 31g»(r A ; o^ 

3^ l-r*V 8 V( , +T 3t» ? ; 
und 

Slgfr^; »*) 1 / 81g*(fA5 »a) . 31g*(^; »a)\ 



nb(- 



darstellen, und dann durch Elimination jene ersten Werthe finden. Es wird daher genügen sich mit den 
letzteren Ausdrücken zu beschäftigen. Dabei setzen wir zur Abkürzung 

% x li( s vi z v) _ tijCp 9&fi (s v , z v ) _ blp 
und wieder 



bx v dz v } Bz v dz v 



p p 

i i 

Alsdann können wir die Gleichungen ansetzen 

worin zur augenblicklichen Abkürzung unter V die Determinante 
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Bxi 8x { 


da-, 


8z, ' BT, ' 


8z, 


dx-i dr 2 


Bx-1 


Bz, ' Bzi ' 


Bz p 


Bx n Bx n 


Bx» 


82, ' Bz t ' 


Bz p 


8«. 8Si 


Bin 


Bz x ' 8z 2 ' 


Bz, 


8?« ei» 


Bin 


Bzi ' 82j ' 


Bz p 



verstanden wird, und unter v p diejenige, die aus V dadurch hervorgeht, dass man an die Stelle von 
t Q : Bz u dx Q 



Sx n : dz\ f dXg : dz 2) 



dXy : dz p in V bez. — f($i, z l ; s 7 z), — t(s 2 , z^] s, z), . . . — t(s Py z p \ s } z) treten 



lässt, und unter V^ +n diejenige, die man erhält wenn man an die Stelle von öjr^ : dz h 3jr« : dz 2 , • • • d£o : dz p 
bez. die Terme — t(s i9 z { \ s 7 z), — *(*>, z 2 ; s y z) } ... — /($ p , z p m , s } z) treten lässt. Dann sind V„ 9 3L von 
*, z unabhängige Grössen. Beide Seiten unserer Gleichungen werden nämlich als Functionen von s, z unend- 
lich gross erster Ordnung in // P mieten s Xy z u . . . s Py z p deren Lage völlig willkürlich ist, und haben an 
allen Querschnitten a } a } b 7 b den Periodicitätsmodul Null bis auf eineiig Die beiden Seiten der ersten unsrer 
Gleichungen haben nämlich bei b„ den Periodicitätsmodul — 2'A — r\ bei b~ den Periodicitätsmodul — 2r : 1 — r* 
und die beiden Seiten der zweiten Gleichung haben bei b~ den Periodicitätsmodul — 2:1 — r 2 und bei 
b„ den Modul — 2r : 1 — r 2 . Dadurch ist aber eine solche Function bis auf eine (von s, z unabhängige) 
additive Constante bestimmt. Denn die Differenz zweier solcher Functionen würde in T einwerthig sein und 
in nur p willkürlich gelegenen Puncten unendlich gross erster Ordnung werden, was nicht möglich ist 
(R. pag. 122). Damit ist die Richtigkeit der aufgestellten Gleichungen erwiesen. 

§ 32. Nun setzen wir (r = n), s v r, z v für s v} z V9 s v x\ z v für s v + m z V} s , z^ = s y z und 



Ferner ist 



Sx v {Sy*, z v <) dx v (s v t, z v ») Bx v dx v (s V iT- 9 'z v ') 



— r 2 - 



OZyi 



SZy* 



dZy* BZy< 



ftzy 



vZ v * 



= T 



8V 



ÖZy' 



= r 2 



dz v ' 



Der Coefficient von — f (s v t, z v ; s,z) in der Determinante des vorigen Paragraphen gewinnt durch Einsetzen 
dieser Werthe eine ganz ähnliche Gestalt, als gewisse in II § 5 behandelte Grössen. Es ist somit 

dx x 

B\gHvx; *x) <^r r . l ,, , J rflg ' 81T ' , „ 

— JET 9 — " ^L^i (v, * r! Ä '^- r irT'^T-,z v ; ,,2)j +F, 



8z„ 



oder mit Rücksicht auf die im § 24 eingeführte Bezeichnung 



Bx Q 



dxi 



7* 
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**8*(Hi *x) <^ dlg ' 8*1' ' 

^ 1 A C J± 

Sz v 
welche Gleichungen sich leicht mittels der im § 25 gefundenen Eigenschaften von T und % verificiren lassen. 

§ 33. Die Auswerthung der Functionen V», 2L ist nicht ohne Complicution , durch nochmalige 
Differentiation nach z aber erhalten wir vollständig fertige algebraische Darstellungen für zweite Differential- 
Quotienten der «^-Functionen, die 2p -fach periodische Functionen sind. Nämlich 

. = ▼ ST'le -? • c rl ■ 



8a- 6 



£'(* r , *„; *, *) 



CM\ 



!f 



OZy 

worin T*, !£' die nach z genommenen Ableitungen bedeuten. 

Will man die Functionen der vorigen Paragraphen genau darstellen, so kann man in der Gleichung 
des § 25 für z der Reihe nach z u z 2 . . . z p setzen, und hieraus die Differentialquotienten eliminiren. 

Theta- Functionen mit constanten Argumenten« 

§ 34. Multiplicirt man die erste der Gleichungen des § 33 mit SP und setzt z = k^, so folgt mit 
Rücksicht auf § 30 wenn dort q für ß' genommen wird 



d 7T 

8* r 



Nun ist nach § 27 



_ R'Qt^ (1— t 2 ) 8^ 



und es kann daher die letzte Gleichung geschrieben werden: 

dxi 

V 821 g<K»A(V, MV) ^ _ __?!. V« J%_ dlgl ^' 

^ 8^8^ ' 8^ 1— r***bk ß hz v Bxj 

dz v 
Setzt man hier der Reihe nach Q = 1, 2, . . . w und addirt die so entstehenden Gleichungen, so 
folgt weiter 

dxi 

v v 811 »»fa(V; »*<*#»» ^v = _ _2r_ ()lg| 8^ 1 

T* ^ 8ar v 8j^ 8^ 1— t 2 rfÄ-^ 

§ 35. Diese letzte Gleichung kann auch so geschrieben werden 



/« . . w.„ 



Digitized by 



Google 



53 

wenn c c, db die in II § 7 besprochenen Zahlen sind, und wenn auf die Determinante der rechten Seite da« 
Multiplicationstheorem angewandt wird, indem die x durch die w (I § 23) dargestellt gedacht werden. 

Lässt man die z x z 2 • • • z n au ^ *i> A 2 . . . ^—Ij ^m+1 • • • ^n+l fallen» so geht die ^-Function 
in #.*' * (0, 0) Aber, und da nach II § 14 die Charakteristik dieser Function gerade ist, so ist nach II § 3 

und also 



^'^Ui^°) aigULau 



woraus durch Integration folgt 



?k fl " 8*„ + dk^ P{k i» 



*2; ä ( ° ; ü) = ConÄt ' * 4 ' • l J( * b * 2 ' ' ' ' kt + l)m 

Hierin ist die Constante zunächst nur von k^ unabhängig, da man aber für fi die Werthe 1, 2 . . . n+\ 
setzen kann, so erkennt man sogleich, dass sie von allen k unabhängig ist Die Grösse A ist I § 2 definirt 

§ 36. Um die Constante. zu bestimmen, lassen wir die Pnncte k {J k 2 . . . k n unendlich nahe an 
!i, lj ... !„ rücken. Dadurch geht die rechte Seite unserer Gleichung nach I § 31 über in 

»-1 :i »-1 



Co „Bt <-*> ' -y yj ^^-------*H-») _ Con8t ( -0 * -w 

( " - • • • " j 1 >"(*h-i) (^'«»+i)) 2 i/^a, u ■ ■ ■ *.+i) 

woraus, wenn unter m eine ganze Zahl verstanden wird, fliesst 

*SI5 (0j 0) = «"(- 1 )"'"*" • \*\\/Wuki, •". • *»+») J 2 (*iÄ .".T!; +l ):(2/^)». 
Eine dritte Wurzel der Einheit muss nämlich noch unbestimmt bleiben, weil über den Werth von s insoweit 
noch nicht verftlgt ist, als noch s für 2 = x im ersten Blatte 1, r oder rr sein kann. Ehe wir m be- 
stimmen, ziehen wir den wichtigen Schluss, dass 

'i = <h = C'S • • • = C* = C x = C 2 = . . . = C„ = 

sein muss. Denn im andern Falle würde für k t = t i9 A 2 = t>, . . . k n = f„ die linke Seite unserer 
Gleichung verschwinden, während die rechte endlich bleibt. 

§ 37. Um m zu bestimmen müssen wir über die Lage der k bestimmte Voraussetzungen machen. 
Wir nehmen k iy t l} A 2 , Ej . . . /r^-j-i , f»-j-i reell, und der Grösse nach so wie sie hier stehen geordnet, also 
A*i < f| < k> < f 2 < . . . < £,+1 an. Ferner soll s im unendlich fernen Punct des ersten Blattes den 
Werth Eins haben. Dann ist s auf der reellen Achse vor k { (z < Aj) positiv reell, ebenso zwischen f t und A' 2 
zwischen t$ und A 4 etc. Auf dem positiven Ufer der Durchsetzungslinien k u t i9 A 2 , t>, . . . aber hat s einen 
Werth, der das Produkt von r in einen positiv reellen, Werth ist, auf dem negativen das Produkt von x 1 
in denselben reellen Werth. Hieraus ergiebt sich sogleich, dass die Integrale 

l dz 



fdz Pdz fdz Pzdz /V-'d 

«'1, •'*> *'h "h *'h- 



d. h. die Integrale A\ X , A l2y . . . Am, A 2i . . . A ttn reelle mit 

2wT 

% r — t 2 = 2/ sin -^- = / 1 3 

multiplicirte, mithin rein imaginäre Grössen sind. Da nun die Function ^rf];bi(^5 ®) ^ ttr Werthe von 
A*j, A 2 . . . A„ die bez. hinlänglich wenig von !,,!>... I« verschieden sind beliebig nahe Eins ist, so muss 
für solche Werthe der k m = 0, T m = 1 genommen werden. Wegen der Stetigkeit der #- Functionen, 
und weil | A \ nicht verschwinden kann ohne dass Grössen A, t auf einander fallen, findet dasselbe statt, d. h. 
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jst r TO = 1 und die dritte Wurzel positiv reell zu nehmen, wenn die k und t nur die am Anfange diese» 
Paragraphen beschriebenen Lagen haben. 

Man sieht leicht, dass bei derselben Lage der Verzweigungspuncte die Grössen x^ : 1 — r 2 und 
folglich die a^ reelle sind. Denn es haben die Grössen Sx^ : Bz = mf^(z) : sty zwischen f„ und kp+\ 
reelle Werthe, und das Integral über einen Schnitt a kann in einen Theil im oberen Blatte über das negative 
Ufer der reellen Achse zerlegt werden, und in einen Theil im zweiten Blatte, der sich von dem im oberen 
Blatte durch den Factor — xx unterscheidet Da nun das Integral Jdx^ zwischen kfi+v und t^ v erstreckt 
Kuli ist, so sind die Integrale über die beiden Theile des Schnittes a im oberen Blatte reelle Grössen, im 
zweiten Blatte dieselben reellen Grössen, multiplicirt mit — rr, und also ist daß ganze Integral dividirt durch 
1 — rr, und ebenso a uu * = x uut +x affi : 1 — xx, reell w. z. b. w. 

§ 37. Die in den vorhergehenden Paragraphen 33, 34, 35, 36 ausgeführten Rechnungen würden 
sich auch so haben ausführen lassen, dass man von den t statt von den k und von % vv ' statt den Grössen 
Xyyi und von &P statt sty und den 31,.,.' statt von den A vv < ausgegangen wäre. Dies ist so einleuchtend, 
dass man bis auf eine Constantenbestimmung das Resultat sofort hin schreiben kann. Es ist nämlich offenbar 

»^•VO; 0) - * . (- \f~* | 21;.;.. | \/'ÄHk u k,, . . . kn+,) . /(f„l^T . ". f. +1 ) : (2<>)» 

und es ist t eine sechste Wurzel der Einheit. Um die.se zu bestimmen, beachten wir, dass 8 für z = ^c 
im dritten Blatte den Werth r hat, und dass deshalb r . 21,.,./ eine reelle Grösse ist. Mithin ist t = r\ 

§ 38. Somit ergeben sich drei Darstellungen der Function #^1.^.(0; 0) die wir hier mit Fort- 
lassung der Charakteristik (welche Fortlassung sich aus den §§ 36 und 39 rechtfertigen wird) zusammen- 
stellen. Es ist 

*(0; 0) = (— l)"*""*"* \A | . \/'A(k u k 2 . . . k^t) A*(t x , U... Ü+i) : (2ör)- 



= (-1) v 2 ' | 21 | . l/#(*i,* 2 . . . *^i) J(f„f 2 . . . f*+i):(2/*) n 

3 3 ■ 

= l/(_ T )" | A | . |ä | : (2m)* . l/^(*i> *2 • • • *») ^ft, f 2 • • • *»)> 
worin für reelle der Grösse nach geordnete Werthe der k i9 1\, £ 2 , t 2 . . . £*-h> f»+i die Wurzein so zu 
nehmen sind, dass die rechte Seite positiv reell wird. Hieraus zieht man noch die Gleichung*) 

\A\. V'J&J* . . . WO = (-T-) | 2t | . \/A{k u k % . . . Avh) = | 21 | . lM*„ *,"... * n+1 ). 
§ 39. Um die d und b zu bestimmen, nehmen wir die in II § 5 besprochene Transformation vor 
und haben 

oder 

worin s und ?/ rein numerische Grössen sind. Hieraus fliesst, wenn C wieder eine rein numerische Grösse 
bedeutet 

*of(N ' 0) = Sl/ " |ÄJ.|SB| 1/3^7*« . . . Wa) J(f„T 2 . . .1«+,}. 

Führt man nun den in I § 35 besprochenen Grenzübergang aus, so verschwindet nach den dort ge- 
fundenen Resultaten die rechte Seite dieser Gleichung nicht. Die linke Seite würde aber verschwinden, 
wenn irgend ein d oder b von Null verschieden wäre. Demnach ist 

di = di . . . = d n = bi = b 2 . . . = b B = 0, 
und die unten U § 7 gemachten Voraussetzungen sind gerechtfertigt 

•) Diese Gleichung steht nicht im Widerspruch mit der aus 1 $ 31 für den Grenzfall sich ergebenden Beziehung, 
wenn beachtet wird, dass dort eine dritte Wurzel noch unbestimmt geblieben ist. 
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§ 40. Da sich die Grössen et, db als der Null gleich ergeben haben, so können wir nun die 
'Systeme if, Ä die in 1 § 28 noch nicht vollständig bestimmt werden konnten, genau ausweichen. Weil also 

(4;^; mj = V2a Xv c v +a Xv c v +id x ix, i2a kv c v +a Xv c v + *b k ix) — (0; 0) 

ist, und I § 28 

(Z A ; 2j) = (i(a Av -ä Av )+(»+l-^)ijr; v (a ft ^ )+(n+1 -X)ijt) 
i i 

gesetzt wurde, so ergiebt sich 

(Ar, 9ti) = (M X +L X ; Wl x +2d = (0; 0), ,>/,. = -L Xt W x = -8 A , 
(ür Ä ; ft A ) - (iJfa-iZa; i9R A — 4S^) = (-Ü/;,.; -?£ A ) 

— (?l(a A ,. — a Av ) — i(n+l— 2)/>; 1^(0^— o ir ) — «(«+ 1 — 2)/*). 

1 1 

Dividirt man diese Grössen durch /; — 1, so erhält man die Werthe der Functionen u und u im Puncte k+i« 
§ 40. Sind nun x lf x 2 , . . . Xn+i n+l beliebige von einander verschiedene Verzweigungspuncte, 
und x\ } x\ y ... x^ die übrigen und ist 

auf welche Form die Summe immer gebracht werden kann, so ist in der II § 1 angeführten Bezeichnung 

»4-1 
4flK -A)£ ^_JL Kk _ 2 ^ U} [{Xv y. m ^ _ e Vin \,\_ x y\ A \ m \x\.Q ix y . ]/J { ~ ~~ x ^)A{x\ } x\. . . < +1 ), 

worin ^ ein reeller Bruch mit dem Nenner 3 ist Um die Grösse ip zu bestimmen, nehmen wir an, man 
habe mittels Fort'schaffung ganzer Systeme von Periodicitätsmoduln die h absolut genommen möglichst klein, 
also gleich 0, + 1 oder — 1 gemacht Dann ist die linke Seite für Lagen der k und f wie sie im § 37 
festgesetzt wurden, positiv reell. Man wird daher die x if x 2 • • • *«> x \> x' a . . . x m , l so ordnen können, daBS 
die dritte reelle Wurzel aus dem Produkte ihrer Discriminanten reell ist, und dann ist ip = zu nehmen. 
Hierdurch ist das Vorzeichen in allen Gleichungen der §§ 13, 17 des Theiles II, was noch zu bestimmen 
war, gefunden. 

# § 42. Für den Fall n = 1 haben wir 
»(0, Ü) = /Jr»7f2fc0* \/'h — Ar, . ta — l lf »fc; '*) = y^»:(2fcr)* |/%— k x . k t — f, = #(!**, Ifcr), 

e$ a &(i(a— a); i(a— ö)) — l/2* : (Smc)* l/f,— * lf f, — *„ »(^a — 4+Ut, 5(a — ö)+ifct) = 0, 

§ 43. In ähnlicher Weise kann man auch noch die partiellen Differentialquotienten von $- Functionen 
ausdrücken, in denen die Argumente in der Form 

iPli *x) = {-u x (x^-'22u x {x v y, -u x (x H )-22n x (x P )) 

i i 

enthalten sind« Um abzukürzen setzen wir dabei 

(»(* M ); »(*,<)) = (u(»f)— 2u(.s v , *»•); u(*^)— ^u(* v ,2 v )), 



und die Determinanten 



r t -4-» ■ • • . • ■ ii . ii . — — — i ... i ■. t^= II 1/ II - 

—t^lzi Bz. z 'dz, dz^ 8z^« Bz, ,|uy ' 
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^* " 3«! dz« dz, 8z»+i 3z»+e dz. 

Dann erhalten wir aus II § 13 die Gleichung 

3 »(y Bu v 8 #(*,<) 3", , / 1 1 \ iVÄ'(y) /# 2 "'— ^ 



^ a^ »ny *uv a_ »jy ^ ^ _ / i i_\ i/ g(yj ' *,—«,, 

in der für p der Reihe nach 1,2, ... p gesetzt werden kann. Ans den so erhaltenen Gleichungen fliesst 
dnrch Elimination 

8»p *(*«•) ' * Ä'(x„) 77 z,.— x„- ' —*\z v — x u , 2,, — xJ ÖMp 
?z r 

8z,. 3z v 

8 *(y> = , iVfl'(y) y,^ ^ / i_ i_v / dig.a-: rfig>;i \ 

Setzen wir hier s v x } z r für s v , z Y (r ^ n) und s Y r l , z r für ^.^.; 4 , 2,., so nimmt die Determinante |j#|] 
eine Form an, welche der von II § 5 ganz ähnlich ist, und man kann zu ihrer Reduction sich der dort auf- 
gestellten Gleichungen bedienen, und erhält so die Formeln 



8 «K*, 



»(y _T»|' My) jy ( *v-*m\ * y./ i i_V cr *>g !/*<**'>' <»glfA(^)l \ 

fr( V ) 3«rK R'( Xfl ) 11 \z r - X/i .) '—ä\z v - y :,-yr' V p (:,.) ' v «%(*,) / 

1 Ü^ii = 1 i'/ gjg rr( Zr ~* ( ' \ l xV-JL_ L_V * rfl glAMI ^IglÜM K 

au p ,<r(v) 3«rV R'{x ll )ll\z r -x (l .) "^U—V 2 »'-VV rft ' '»^W. *' '' <%(*,) / 

aus denen sogleich die Sätze der §§ 22, 23 über das Verschwinden der partiellen Differentialquotienten noch 
einmal hergeleitet werden können. Hier aber lassen wir z l7 z 2 • • • z n auf n Verzweigungspuncte x u x 2 . . . x n 
fallen, die von x u * verschieden sind, aber x u enthalten. Ist x l( •« k H oder x u = l fn so erhalten wir im 
ersten Falle, also für x u = k u 

8 *(*/<) „, , TT I V^ZTftE) /,f„,/«r — *« V «»gl /*(**•)! 






im zweiten Falle (x„ = t„) 



»(t„) ^ .TT f/ ^(y)£(V ; r(u <i( *r-* ß V ä* I fa(«A') I 

8^ ~ ^V-swV (i^-x^ 77 • U-y/ rffpd/«) ' 



und 



30^ — T 3^ ' T 30"^ 3^ ' 3? p — f> ' 3^ — ' 

Hierin kann man noch ^(x^) nach II § 42 durch die k und t ausdrücken. Endlich hat man noch nach 
I § 32 und in der dort angewandten Bezeichnung 

«Mi 1 AM 1 = ^ (-l)^% y ^- y+1 ^ Jlg | f X («v) 1 _ y {-W+ V %v C n--v+X jf * 
öf<>(*iA) ^ A(x u x* . . . x n ) ' rff ? (^) ^ J(x 1? x 2 • • • »») 
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§ 44. Für den Fall n — 1 entspringt aus der Gleichung 
fr (a(/f 2 ) — u(s u z x ) — ufa, z 2 ), u(Ar 2 ) — ufri, z x ) — Ufa, * 2 )) = \/ U — k x t^— !i ^i— Ar»^— * a 
#(*/&) — w(*i, z t ) — w(*>, z 2 ), u(t 2 ) — ufa, zi) — u(s 2 , z 2 )) V h^r-k x k 2 — f t z t — f, z 2 — ! 2 ' 
(in welcher für z x — z 2 = ^ und für reelle der Grösse nach geordnete k x t x , £ 2 f 2 die dritte Wurzel reell 
zu nehmen ist,) wenn die allgemeine Methode des vorigen Paragraphen angewandt wird, das Resultat 

d f) ' \/~AA » 

g^* («(*!)— 211(10, tt{*a)— 2tt(I l )) = ^-*(«*, ***) = *(0, 0)^ ^— *i . * — T x . k 2 — l x , 
worin die rechte Seite für reelle der Grösse nach geordnete k t negativ reell zu nehmen ist. 
§ 45. Die Grössen K, R haben für den Fall n = 1 die Werthe 

K = \{ß — a) — ivr = — a — 3wr, Ä = $(a — a) — iix = a — im 
und somit geben die Tafeln die auf Seite 14 und 15 verzeichnet sind für diesen Fall die Werthe 
u(k x ) = i(a — a) — im = a — !?> = — \a — iix, u(k x ) = i(ct — a) — iix = — a — Ifcr = ia — |wr, 
«ffi) ^=i(a — «)— -ii>— a — lix = — ia — s/jt, uft) = J(5T— a) — ±mc ■— — a — iwr = Ja — lijr, 
M(*s)-"ä(a — a) — i/;r = 2a — ii'jr — — a — 5/>, u(* 2 ) — $(<* — a) — 4i> = — 2a — im = a — i«r, 
w(t 2 ) «■ *(« — «) — li* *= 2a — iwr = — a — irwr, u(f 2 ) = ft(a--a) — #i* = -*-2a — ii>«= a — Hji, 
Da nun #( w (*)> U(x)) == ist, so folgt für x = k x und x = k 2 aus II § 6 
frtfür, a) fr(a, 3a)+ffr(i«+*fjr, a) &(ta, 3a) = 0, 
#(lör, a) *(2a, 3a)+TT#(4a+iwr, a) fr(la, 3a) = 0. 

§ 46. Liegen die beiden Puncte, in denen für n = 1 die fr -Function verschwindet, über einander, 
so kann man, was man ähnlich auch im allgemeinen Falle vermöchte, die Argumente etwas vereinfachen, 
indem man von der Gongruenz Anwendung macht 

(u{s,z)— w(tfr,g)— u(0r',g), u(s,z)— u(or, g) — u(tfr 2 , g)) == (u(s y z) + u(ö, g); u(*, z) + U(tf, g)). 
Dadurch erhält man aus II. § 19 die Gleichung 
frfofr,*) +tt(fl,g)+ ii*Ms ,z) + u(<7,g) + hin) iV^-r^y/g^CTi ^fc-g) o^Mfc-*) 

fr(w(*, z) + (o, g), u(*, z) + u(ö, g)~) C T U- V \£— V ' (*-£)(*-*) ■*■ (£— *)(g— *i) 

c = ± 1 : l/(* 2 — «i)(*,— *i)&— t). 
Die dritte Wurzel und das Vorzeichen ± sind so zu wählen, dass für reelle der Grösse nach geordnete k f 
l und für z = k x , g = # 2 der Ausdruck rechts positiv reell ist, 



T hörnte, Abel'sohe Fanotionea. 
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Corrigenda. Seite 6 Zeile 6 von unten lies „von den Nullpuncten" statt „dem Nullpuncte". Seite 7 in der letzten 

n n i \ 

Zeile der grossen Determinante lies x^ statt x^ . Seite 16 Zeile 3 und 4 ist für die obere Grenze der zweiten 
Summe *•— l nicht n+1 zu setzen. Seite 27 Zeile 4 von oben lies (zweimal) „s t " statt s f . In der letzten Zeile der- 
selben Seite lies $' statt P 1 und 9 statt ls. Seite 26 Zeile 2 von unten ist das Quadratwurzelzeichen hinter . auf 
den ganzen Rest der Zeile zu beziehen. Seite 28 Zeile 4 von oben lies „3" statt 6. Seite 29 Zeile 1 1 von unten lies 

Seite 29 Zeile 40 in der letzten Formel in der Exponentialrunction des Zählers und Nenners lies „ — }" statt „§". 
Seite 30 Zeile 2 von oben lies hya^y statt a^ v . Seite 33 in der 6. Zeile nach der Determinante lies ?te statt 
/ute Verticalreihe. 



Hatte, Druck von £. Karras. 
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